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Problemas

Problema 1. No tridngulo ABC, os pontos L, M e N estdo sobre BC, C' A e AB respectivamente,
e AL, BM e CN sao concorrentes no ponto P.

(a) Encontre o valor numérico de
PL PM PN

AL T BM TN
(b) Encontre o valor numérico de

AP n BP L CcP

AL  BM CN’

Problema 2. (Ibero) Se AD, BE e C'F sao trés cevianas concorrentes no circuncentro O do triangulo
ABC, demonstre que

onde R é o raio da circunferéncia circunscrita.

Problema 3. Num triangulo ABC, A;, By e C; estao sobre os lados BC', C'A e AB, respectivamente
tais que as cevianas AA;, BB; e C'C sao concorrentes no ponto O. Defina K = [ABC|, K4 = [OBC],
Kp =[AOC] e K¢ = [AOB]. Mostre que

AOiKB—I-KC BOiKA—i-KC o COiKA-i-KB

OAy K4 ' OBy  Kp oc, Ko

Problema 4. (AIME) Num triangulo ABC, A;, By e C) estao sobre os lados BC, CA e AB,

respectivamente. Dado que AAq, BB e C'C sdo concorrentes no ponto O, e que 54—14014- BO —I—% = 92.

OB,
AO BO CcCO
Encontre o valor de OAy; " OBy " 00y

Problema 5. Em um AABC, AD, BE e C'F sao concorrentes no ponto P tal que AP = PD = 6,
EP =3, PB=9e CF =20. Qual é a area do AABC?

Problema 6. Em um tridngulo AABC, sejam S o ponto médio da mediana AP correspondente ao
vértice A e (Q o ponto de intersecdo de BS com o lado AC. Demonstrar que BS = 3QS.

Problema 7. No triangulo AABC, os pontos A; e As se encontram no segmento BC, By e Bs se
encontram no segmento AC' e Cy e Cy se encontram no segmento AB, de forma tal que os segmentos
C1Ay, C9B1 e A1 By sao paralelos aos lados do AABC' e se intersectam no ponto P. Prove que as
areas dos triangulos A1 B1Cy e A3y BoCs sdo iguais.




Solucoes

1. Os triangulos APBC e ANABC compartilham a base BC, logo as respectivas cevianas PL e AL
se encontram na mesma proporgao que as areas, ou seja

PL _ [PBC]
AL [ABC)’
Analogamente, temos
PM  [APC] PN  [ABP]
BM ~ [ABC] © CN ~ [ABC|

Isto implica

PL PM PN _ [PBC]+[APC]|+ [ABP] _ [ABC]|
ar "By eN T [ABC] - [ABC]

Para o item (b), escrevemos

=1

AP=AL-PL, BP=BM —-PM e¢ CP=CN — PN.
Usando o item (a), obtemos

AP BP CP (PL PM PN>_3 -

AL "B T eN T ALt BT oN

2. Como O é o circuncentro do AABC, temos que AO = BO = CO = R. Usando o item (b) do

problema anterior, temos

R R R A0 BO CO
——

D" BETCcF ap TBE TCcF *

Dividindo por R em ambos lados, obtemos o resultado desejado.

3. Provaremos 5‘2 = % As outras igualdades sao andlogas.

Sejam R e S, respectivamente, os pés das perpendiculares tragadas desde O e A até BC. Como

ANAALS ~ AOA1R temos que
AA; AS K

OA,  OR  Ki
Como AA; = A0+ 0OA1 e K = Kg+ Kp + K¢, aigualdade acima implica
AO Kp+ K¢

1 =1
toa T TR,

Subtraindo 1 em ambos lados, obtemos a igualdade desejada.

4. Denotemos por K4 = [OBC], Kp = [AOC] e K¢ = [AOB]. No problema anterior mostramos que

AO _KB+KC BO_KA+KC o CO_KA+KB
OAT K4 ' OB  Kgp oc, Ko

Logo 54—21 + OBgl + g—col = 92 implica que

KiKeo+ KpKg + KAKo + KaAKZ + KAKp + KaK% = 92 KAKpKc.



Entao
AO BO CO _ (Kp+ K¢o)(Kqg+ Ko)(Ka+ Kp)
OA, OB, OC, KiKpKo
. K%Kc—i-KBK%—FKiKc—i-KAK%—FK%KB —i—KAK%—i-QKAKBKC
a KiKpKe
o 92K sKpKc+2KsKpKe
B KsKpKc

= 94.

5. Chamemos de S = [APE]. Como as bases dos triangulos AAPE e AABP se encontram numa
mesma reta, temos

|APE)
[ABP]

Como P é ponto médio de AD, temos

:g . [ABP] = 36.

[BPD] = [ABP] = 35.
Chamemos de ) = [CPE]. Temos
[CPD] = [ACP] = [APE]|+ [CPE] = 5+Q.

A ceviana CP do ABCE, o divide em dois tridngulos cujas dreas se encontram na proporgao

[BPC] 9 .
[CPE] 3 7

Logo
__[BPD]+[CPD] 35+4+5+Q

CPE| Q

donde concluimos @ = 2S5.
Agora chamemos de T' = [AF P], logo [BFP| = 35S —T. Olhando para o AAFC e a ceviana AP,
temos

FP  [AFP] T
20 - FP [ACP] 3S°
E, olhando para o ABFC e a ceviana BP, temos

FP  [BFP] 35-T
20— FP [BCP]  6S
Isso implica que % = ?"ZigT, donde obtemos T' = S. Concluimos também que 20{% = %, donde

obtemos F'P =5 e, consequentemente, CP = 15.

Note agora que [ABD] = [ADC] = 65, o que implica que D é ponto médio de BC.

Chamemos de z o comprimento dos segmentos BD e DC. Usaremos a férmula de Heron nos
triangulos (de area igual) APBD e APDC:

15+ 15—z 4+ 3 r—3\ 214+ 21—z z+9 z—9
2 2 2 2 ) 2 2 2 2 )’
= (152 — 2?)(2® — 3%) = (21 — 2?)(2* — 9?),

donde obtemos 22 = 117. Como [PBD] = 35, temos, novamente usando a férmula de Heron, que

(152 — 22) (22 — 32) \/(152 —117)(117 — 32)

= = =2
35 \/ 16 16 £
donde obtemos S =9 e, finalmente, [ABC]| = 125 = 108.




6. Usando o Problema 3, temos que

BS [ABS]+ [BSC|

Qs [ACS]

Como BS, CS e AM sao medianas dos triangulos ABM, ACM e ABC, respectivamente, temos que
[ABS] = [BSM| = $[BSC] e [ACS] = [MSC] = 3[BSC].

BS 1[BSC]+[BSC]

QS 1BSC]

7. Os triangulos AA1B1P e AAyB; P compartilham a base B1P e, como B1Cy || BC, também
possuem a mesma altura relativa a essa base, logo [A; B P] = [A2B; P]. Agora, os triangulos A Ay By P
e AAgByP compartilham a base AsP e, como AxCy || AC, eles também possuem a mesma altura,
IOgO [A2Blp] = [AQBQP]
Acabamos de mostrar que
[A1B1P] = [A2B1 P] = [A2 By P].

Um argumento analogo mostra que

[A1C1 P] = [A1CoP] = [AsCy P]

[B1C1 P| = [BoC1 P| = [BaCoP).
Como [A13101] = [AlB1P] + [A101P] + [3101]3] e [AQBQCQ} = [AQBQP] + [AQCQP] + [BQCQP],

concluimos a prova.
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