POLOS OLIMPICOS DE
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Problemas Resolvidos

Nivel 2
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Material elaborado por Valentino Amadeus Sichinel



Problemas

Problema 1. Determine os dois iltimos alga-
rismos de:

(a) 31000
(b) 13100
(C) 172020
(d) 771000

Problema 2. Prove que 504 | n? —n3, seja qual
for n € N.

Problema 3. Seja n um inteiro positivo impar
que nao é divisivel por 5. Mostre que existe um
numero da forma 111...11 que é divisivel por n.

Problema 4 (OBM). Mostre que existem in-
finitos nimeros da forma 1999...91 que sao di-
visiveis por 1991.

Problema 5. Seja n > 1 um inteiro. Prove que

Z Y = n¢2(n)

0<a<n
mdc(a,n)=1

Problema 6. Sejam m e n inteiros maiores que
1 tais que mdc(m, n) = 1. Mostre que

m®™ 4+ M = 1 (mod mn).

Problema 7. Seja n um inteiro maior que 4 tal
que tanto n —1 quanto n+ 1 sao primos. Mostre
que

p(n) <

e

Problema 8. Seja n um inteiro positivo. Prove

que
> o) = n.

d|n

Problema 9. Mostre que existe um natural n
tal que 2" > 10299 e tal que 2" possui, entre
suas ultimas 2000 casas decimais, ao menos 1000
zeros consecutivos.

Problema 10. Prove que para cada niimero na-
tural k existe ao menos um nimero natural n tal
que

¢p(n+k) = ¢(n).

Dica: Considere o menor primo p que ndo di-
vide k e olhe para o nimero n = (p — 1)k.

Problema 11 (EUA). Seja n um nimero in-
teiro maior que 1. Mostre que a sequéncia
2
2,2292° 92 | (mod n)
é eventualmente constante, isto é, a partir de

um certo termo da sequéncia, todos os termos
deixam o mesmo resto quando divididos por n.

Problema 12. Mostre que, para qualquer in-
teiro positivo n distinto de 2 e de 6,

¢(n) > vn.

Problema 13. Para quantos inteiros 1 < i <
1000 existe um inteiro 1 < 5 < 1000 tal que
i|2 —17?

Problema 14. Mostre que existem infinitos
nimeros da forma 2000...021 que sao divisiveis
por 2021.



Solucoes

1. (a) Para encontrar os dois tltimos digitos de 319 & necessério e suficiente que encontremos o
resto da divisdao de 3% por 100.
Como mdc(3, 100) = 1, o Teorema de Euler nos diz que 3?1199 = 1 (mod 100).
Como 100 = 22 - 52, $(100) = 1-2' -4 -5 = 40. Assim, 3** =1 (mod 100).
Dessa forma,
31000 — 34025 — (34025 — 125 — 1 (mnod 100).

Portanto, os dois tltimos algarismos de 3'°%0 sdo 0 e 1, nessa ordem.

(b) Para encontrar os dois tltimos digitos de 131%°, é necessario e suficiente que encontremos o
resto da divisdao de 13'% por 100.

Como mdc(13, 100) = 1, o Teorema de Euler nos diz que 132199 =1 (mod 100).
Como 100 = 22 - 52, ¢(100) = 1-2' - 4-5! = 40. Assim, 130 =1 (mod 100).
Dessa forma,

13100 = 13402420 = (1340)2. 1320 = 12.1320 = 1.13%° = 132 (mod 100).
Uma conta simples mostra que

132 = 169-13 = 69-13

897 = 97 = —3 (mod 100).
Logo,

1320 = 1332 = (13%)0.13% = (-3)°.13% = 729-169 = 29-69 = 2001 = 1 (mod 100).
Portanto, os dois tltimos algarismos de 13!%° s3o 0 e 1, nessa ordem.

(c) Para encontrar os dois tltimos digitos de 172029, ¢ necessério e suficiente que encontremos o
resto da divisdo de 172920 por 100.

Como mdc(17, 100) = 1, o Teorema de Euler nos diz que 179190 =1 (mod 100).
Como 100 = 22 - 52, ¢(100) = 1-2! - 4.5 = 40. Assim, 1799 =1 (mod 100).

Dessa forma,
172020 = 74090120 = (1710501720 = 1°0.17% = 17 (mod 100).

E agora? Os restos que as primeiras poténcias de 17 deixam quando divididas por 100 parecem

grandes demais para que tentemos simplificar 172° (mod 100)... O truque estd em olhar médulo 4 e
modulo 25 separadamente:

Temos mdc(17,4) = 1 e, portanto,
1720 = 17710 = 1710 = 17?@)10 = 119 = 1 (mod 4),
ou seja, 4 | 1720 — 1.
Por outro lado, mdc(17,25) = 1 e, portanto,
1720 = 17 =1 (mod 25),

ou seja, 25 | 1720 — 1.

Como tanto 4 quanto 25 dividem 172 — 1, e como mdc(4,25) = 1, segue que 4 x 25 = 100 divide
1720 — 1. Dai, 17?2 = 1 (mod 100).

Portanto, os dois tltimos algarismos de 172920 sdo 0 e 1, nessa ordem.



(d) Para encontrar os dois tltimos digitos de 771000, é necessario e suficiente que encontremos o
resto da divisao de 77" por 100.

Como mdc(7, 100) = 1, o Teorema de Euler nos diz que 79199 =1 (mod 100).

Como 100 = 22 - 52, $(100) = 1-2' -4 -5 = 40. Assim, 7% =1 (mod 100).

E ttil, entéo, que decomponhamos 71%%° como soma de um miiltiplo de 40 e um resto.

Veja que 72 =49 = 9 (mod 40). Assim, 7* = 92 =81 = 1 (mod 40). Dai,

700 = (7)Y = 1?0 = 1 (mod 40).
Isso implica a existéncia de um inteiro positivo k tal que 71900 = 40 . k + 1. Dessa forma,

7T = kL (740 .7 = 1*.7 = 7 (mod 100).

. s1L . 1000 ~
Portanto, os dois tltimos algarismos de 77 sao 0 e 7, nessa ordem.

2. O primeiro passo é fatorar 504: 504 = 23.32.7. Como 23, 32 e 7 sdo dois a dois primos entre si, para
mostrar que 504 | n? —n3, é necessario e suficiente que mostremos que 23 | n? —n3, que 32 | n? — n3,
3

e que 7| nY —nd.

Comecemos pelo 23.

Sen =0 (mod 2), n? —n3 =n3(n® —1) =0 (mod 23).

Por outro lado, se n # 0 (mod 2), entdo mdc(n, 23) = 1. Daf, n? =1 (mod 23)!. Logo, n® —n? =
n>)* n—n?2-n=n-n=0 (mod 23).

Dessa forma, em qualquer caso, 23 | n? — n3.

Analisemos a divisibilidade por 32.

Sen =0 (mod 3), n? —n3 =n?(n" —n) =0 (mod 3?2).

Por outro lado, se n #Z 0 (mod 3), entdo mdc(n,3%?) = 1. Dai, pelo Teorema de Euler, n® = 1
(mod 32) (de fato, ¢(32) = 6). Logo, n? —n? =n3(nf —1) =n3(1 - 1) =0 (mod 32).

Dessa forma, em qualquer caso, 32 | n? — n3.

9—n3 =nn®—n?) =0 (mod 7) e sen 0 (mod7), o
= 0 (mod 7).

Por fim, se n = 0 (mod 7), entdo n

Teorema de Euler nos da n% = 1 (mod 7), donde n® — n3 = n3(n® — 1) = n3(1 - 1)
Dessa forma, em qualquer caso, 7 | n® — n3.

Como n? —n? é divisivel por 23, por 32 e por 7, independentemente do valor de n, concluimos que

504 = 23 .32 .7 | n? — n3, seja qual for n € N.

3. Antes de mais nada, entendamos o problema: o ntimero 111...11, com k 1’s, nada mais é que

10k — 1
o

O que queremos, entao, é mostrar que, se n nao é divisivel nem por 2, nem por 5, existe um inteiro
g K1 ; g e s

positivo k tal que le é divisivel por n.
Ora, se n nao é divisivel nem por 2, nem por 5, mdc(n, 10) = 1. Mais que isso, na verdade,

mdc(9n, 10) = 1 (9 também nao tem nenhum fator em comum com 10). Dai, o teorema de Euler nos

diz que
100" = 1 (mod 9n),
ou seja,
9n | 100" — 1.
Werifique!



Isso quer dizer que existe um inteiro m tal que
109" — 1 = 9n . m.
Como essa igualdade é equivalente a

10907 — 1
9

=n-m,

concluimos que
1020 — 1

9

n |

4. Queremos mostrar que existem infinitos niimeros da forma 10F +9(10F~1 +10*=2 ... +1024+10) +1
que sao divisiveis por 1991. Observe, antes de mais nada, que

10 — 10

101 1 10F 24 .. 1102410 = 5

Assim, o que queremos é mostrar que existem infinitos & € N para os quais 10¥4+10¥ —10+1 = 2-10F—9
¢é divisivel por 1991. Veja agora que

2-10F —9=0 (mod 1991) <= 2-10* —9=1991 (mod 1991) <= 2-10* =2000 (mod 1991).
Como mdc(1991, 2) = 1, segue que a congruéncia ¢é equivalente a
10 = 1000 (mod 1991).
Por fim, como mdc(1991, 10) = 1, esta iltima equivale a
1053 =1 (mod 1991).
Portanto, o problema se resume a demonstrar que existem infinitos k£ € N tais que
103 =1 (mod 1991).

Como mdc(10, 1991) = 1, segue do Teorema de Euler que 10211 = 1 (mod 1991). Dai, se
k= ¢(1991) - m + 3 para algum m € N, temos

10573 = 102090)m = (10¢19ym = 1™ = 1 (mod 1991).

Como existem infinitos nimeros da forma ¢(1991) - m + 3 (um para cada valor de m), concluimos
que existem infinitos k& € N para os quais 1072 =1 (mod 1991).
Dessa forma, existem infinitos niimeros da forma 1999...91 que sao divisiveis por 1991.

5. O truque é utilizar que mdc(a, n) = mde(n — a, n). Com isso, concluimos que mdc(a, n) =1 <=
mdc(n — a, n) = 1. Além disso, é claro também que 0 < a <n <= 0 < (n —a) < n. Dali,

Z a = Z (TL—CL),

0<a<n 0<a<n
mdc(a,n)=1 mdc(a,n)=1



pois em ambos os somatoérios somamos cada inteiro entre 0 e n que é primo relativo com n exatamente

uma vez. Dessa forma,
2-2 a:Za+Z(n—a)

0<a<n 0<a<n 0<a<n
mdc(a,n)=1 mdc(a,n)=1 mdc(a,n)=1
= Y  Ja+(n—a)
0<a<n

mdc(a,n)=1

= Z n = no(n).

0<a<n
mdc(a,n)=1

Portanto,

0<a<n
mdc(a,n)=1

Esse resultado pode ser interpretado como uma demonstragao de que a média dos ¢(n) inteiros
entre 0 e n que sao primos com n (ou seja, cujo mdc com n é igual a 1) é sempre igual a 5. E isso
acontece porque, como vimos, a é um tal nimero se, e somente se, n — a também o é.

6. Como mdc(m, n) = 1, segue do Teorema de Euler que m?™ =1 (mod n). Além disso, n®™) = 0
(mod n), j& que ¢(m) > 0. Assim,
m®™ 4 n?M =1 (mod n),
ou seja,
n | m®™ 4 pdm 1.
Reciprocamente, vem do Teorema de Euler que n®™ = 1 (mod m). Como ¢(n) > 0, também
temos que m®™ =0 (mod m). Dai,
m®™ 4 n?™ =1 (mod m),
ou seja,
m | m?™ 4 pdtm _ 1.
Esses dois resultados, juntamente com o fato de que mdc(m, n) = 1, implicam
mn | m? 4 @) _ 1.

ou seja,
m®™ 4+ M = 1 (mod mn).

7. Como n + 1 é primo e n > 1, n deve ser par. Além disso, n deve ser multiplo de 3. De fato:
esen=1 (mod 3),n—1=0 (mod 3), o que é um absurdo, porque n > 4, e n — 1 é primo;
esen=2 (mod 3),n+1=0 (mod 3), o que é um absurdo, porque n > 4, e n + 1 é primo.

Dessa forma, n = 2% - 3% . m, para alguns a > 1, 8 > 1 e m inteiros, com mdc(m, 6) = 1. Dalf,

20, 38 .
¢(n) = 207123771 g(m) = 2°-377" - 4(m) < W
Como ¢(m) < m (a igualdade ocorre quando m = 1), segue que

20 .38 . m n

p(n) < 3 = 3
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8. Vamos contar a quantidade de nimeros no conjunto {1,2,...,n}. Por um lado, é claro que essa
quantidade ¢é igual a n. Por outro lado...

n

Se a € {1,2,...,n} é um nimero qualquer, a = mdc(a, n) - k para algum inteiro 1 < k < de(a,m)

mn
> mdc(a,n
Reciprocamente,( se)escolhemos um divisor d de n e um inteiro 1 <k < % tal que mdc(k, 5) = 1,
o numero d - k serd um inteiro entre 1 e n cujo mdc com n é igual a d.
Portanto, a quantidade de nimeros no conjunto {1,2,...,n} é exatamente igual a quantidade de
pares (d, k) em que d é um divisor de n e k é um inteiro entre 1 e % tal que mdc(k, %) = 1. Para cada
d, existem exatamente qﬁ(%) inteiros k entre 1 e 5 tais que mdc(k, 5) = 1. Dessa forma, a quantidade

de nimeros no conjunto {1,2,...,n} é igual a

>o(3):

d|n

tal que mdc (k ) = 1. Por defini¢ao, mdc(a, n) é um divisor de n.

De onde saiu a féormula do enunciado? Ora, no somatorio acima, estamos somando nada mais,
nada menos, que o ¢ de todos os divisores de n. De fato, quando d varia entre os divisores de n, 5
também varia entre os divisores de n. Entao,

> o(5) = s
dln

d|n

Portanto,

> (d) =n.

d|n

9. Como mdc(2, 52°) = 1, segue do Teorema de Euler que 29*™) = 1 (mod 52°00). Assim, existe

k € N tal que
2¢>(52000) — 52000, 1. +1.

Dai,
92000+ (52%%) _ 92000 | 52000, j. 4 92000 _ 1)2000 , . | 92000

Assim,
22000+¢>(52000) — 92000 (mod 102000)’

92000+6(5%°%) oincidem com os tltimos 2000 algarismos de

ou seja, os ultimos 2000 algarismos de
22000 Mas

22000 < (23)667 — 8667 < 10667’

ou seja, 2209 tem menos de 668 algarismos.
Dessa forma, dentre os tltimos 2000 algarismos de 92000+6(5*°™) 14 a0 menos 1033 zeros consecu-
tivos.

10. Seja k um ntmero natural qualquer.
Se k = 0, qualquer n serve.
Se k =1, podemos tomar n = 1.
Suponhamos, entao, k > 1.
Seja p o menor primo que nao divide k.
Escrevamos
p—1l=qi"a5® - qp",



a fatoracao em primos de p—1. Pela definicao de p, cada um dos primos ¢; divide k. Podemos escrever,
entao,
k=gl a® o qir K,

para alguns f31, 82, ..., Bm, todos maiores que 0, e algum inteiro k’, que nao é divisivel por nenhum
dos g;.

Seja n := (p — 1)k.

Nesse contexto, temos

d(n+k) = opk) = o(p)o(k) = (p—1)o(k),

ja que mdc(p, k) = 1 (pois p é primo e nao divide k), e

o(n) = (Z)((p — 1)k) - ¢(q?1+51 .q32+ﬁ2 . q;xnm—&—ﬁm ) k/)
(g2 — 1)qz2>cz+/32—1 o (gm — 1) %mwmfl . <Z>(k')

(
= (¢ g5 g2 (@ — D" (g2 = 1)gs* "+ (g — Vgl o(K))

Logo, ¢(n + k) = ¢(n).

11. Para facilitar a escrita, chamemos os i-ésimo termo da sequéncia de a;.

Procederemos por indugao.

Se n = 2, todos os termos da sequéncia sao divisiveis por n e, portanto, sao congruentes ao mesmo
resto 0 moédulo n.

Suponhamos que a afirmacao seja vélida para todo n < ng, isto é, que para cada n < ng, existe
um indice k,, tal que a; = a; (mod n) V 4,j > k,. Vamos mostrar que existe k,, tal que a; = a;
(mod ng) Y i,5 > kn,-

Se ng é par, ng = 2% -m com m {mpar, podemos tomar k,, = max{a, k,}. De fato, a; = 0
(mod 2%) V i>a,ea; =a; (modm) V i,j > ky,, de modo que a; = aj (mod 2%-m) V i,j >
max{c, kp,} (teorema Chinés dos Restos).

Suponhamos, entéo, que ng seja impar. Pelo teorema de Euler, 2¢("0) = 1 (mod ng). Isso implica
que, se a = b (mod ¢(ng)), entdo 2¢ = 2° (mod ng). De fato, se a = b (mod ¢(ng)), existe t € Z tal
que a = ¢(ng) -t + b e, entdo, 2¢ = (2¢(m0))t . 26 = 20 (mod ny).

Pela hipétese de indugao, existe k € N tal que a; = a; (mod ¢(ng)) V 4,5 > k. Dai, sei,j > k+1,

a; = 291 = 2%1 = a; (mod nyg).

Portanto, nesse caso, podemos fazer k,, = k + 1.

12. Se m é um natural impar,
Com vista nisso, mostraremos que

para todo n impar distinto de 3.
Se m e n sdo primos entre si e tais que

o(m) > Vam e o(n) > Vom,



entao

p(mn) = p(m)p(n) > Vamn > V2mn. (1)

Dessa forma, é suficiente que provemos o resultado para as poténcias de primos.
Comecemos pelas poténcias de 3: seja 3% uma poténcia de 3 com a > 1. Temos

p(3%) = 2-3*71 =6-3*7 > VI8-3*2 > VI8-3>2 = V2.3,

Agora, seja p® uma poténcia de um primo impar distinto de 3 (desta vez, « pode ser qualquer
inteiro positivo, inclusive 1). Temos

S0 = (-1 > It 2 Vot = o,
sendo a primeira desigualdade véalida porque
p>5 = pP>dp—1 = pP—2p+1>2% = p-112>2 = (p—1)> /2.

Assim, ¢(n) > +/2n sempre que n for distinto de 3 e igual a uma poténcia de um primo impar.
Dai, por (1),
¢(n) > V2n para todo n impar maior que 3.

Com isso, ja conseguimos provar a desigualdade do enunciado para os inteiros da forma 2% - m,
com m impar e maior que 3: temos

P(2% -m) = 2°7L.g(m) > 2°71V2m > V2e-l.2m = V2o .m.
Olhemos agora para as poténcias de 2: se 2% é uma poténcia de 2 com « > 1,
$(2%) = 2071 = 2,272 = V4. 207! > V42002 = Ve
Restam somente os nimeros da forma 2% -3 com « > 1, e o nimero 3. Para o 3 é facil:
P(3) = 2 = V4 > V3.
Por fim, se 2% - 3 é tal que a > 1, entao

p(2%-3) = 2% = 4.2°72 > V12.2972 > V12.20-2 = /223,

13. Seja 1 < ¢ < 1000.
e Se i é par, é claro que ndo existe inteiro j tal que i | 2/ — 1.
¢ Se i é fmpar, o teorema de Euler nos garante que i | 22() —1. Como 1 < 7 < 1000, 1 < ¢(i) < 1000.

Dessa forma, existe 1 < j < 1000 tal que i | 2/ — 1 se, e somente se, i é {mpar.
Portanto, existem exatamente 500 inteiros 1 < ¢ < 1000 para os quais existe um inteiro 1 < 5 <
1000 tal que i | 27 — 1.

14. Queremos mostrar que existem infinitos nimeros da forma 2 - 10% +21 que sdo divisiveis por 2021.
Em outras palavras, queremos mostrar que existem infinitos inteiros positivos k tais que

2.10F+21 = 0 (mod 2021).



Veja que
2-108+21 = 0 (mod 2021) < 2-10*+21 = 2021 (mod 2021)
— 2-10F = 2000 (mod 2021)
<~ 10" = 1000 (mod 2021)
— 103 = 1 (mod 2021),

sendo a terceira equivaléncia valida porque mdc(2, 2021) = 1, e a quarta, porque mdc(10, 2021) = 1.
Como mde(10, 2021) = 1, o teorema de Euler garante que 109921 = 1 (mod 2021). Dai, se
k = ¢(2021) - m + 3 para algum m € N,

10F73 = 109(020)m = (100C2020ym = 1™ = 1 (mod 2021).

Logo, para que tenhamos 102 = 1 (mod 2021), é suficiente que facamos k = $(2021) - m + 3,
para algum m € N. Como existem infinitos niimeros dessa forma, existem infinitos k que respeitam a
condicao que buscamos satisfazer.

Portanto, existem infinitos nimeros da forma 2000...021 que sao divisiveis por 2021.

Material elaborado por Valentino Amadeus Sichinel

10



