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Problemas

Problemas que envolvem manipulacoes inteligentes ou substituicoes

Problema 1. (OBM 1997) Encontre as solugoes reais de

2 —ay—y>+1=0
-2ty —mPP+r—y+2=0.
Problema 2. (OBM 1997) Quantos pares (z,y) de inteiros satisfazem a equagao = + y + xy = 1207

Problema 3. (OBM 2006) Sejam a e b niimeros reais distintos tais que a? = 6b+ 5ab e b*> = 6a + 5ab.
Determine a + b e ab.

Problema 4. (OBM 2005) Os inteiros positivos (x,y) satisfazem a equacao

\/x—i-;\/ﬂ—\/x—;\/@:l.

Qual das alternativas apresenta um possivel valor de y?
A)5 B) 6 C)7 D) 8 E)9

Problema 5. Prove que a equagao

1 1 2
_|_ =
VZ /1006 /2012 — 2 ++/1006  z + /2012 — z

tem exatamente 2013 solugoes inteiras.

Problema 6. Os nimeros reais a, b e ¢ sdo distintos dois a dois e tais que:

1 1 1
a+—-—=b+-=c+ —.
b c a

Encontre todos os valores possiveis de abc.

Problema 7. (OBM 2012) Quantas solugoes reais tem o sistema

:E—{—yzzi2
y+z:xi2 ?
z+z=2%

<

Problema 8. Prove que 423 — 3z 4+ 1 = 2y? tem ao menos 31 solucdes com z e ¥ inteiros positivos e
x < 1980.



Problema 9. (OBM 2008 adaptado) Prove que /=274 5v33 — V27 + 533 = — V18,

Problema 10. Encontre as solugoes reais de

3 5 17 19

x—3+m—5+x—17+a}—19

=2 — 11z — 4.

Problema 11. Encontre as solugoes complexas de

Bz+1)(4z+1)(6z+1)(122+ 1) = 2.

Problema 12. (Arménia 1999) Resolva a equacao

1 1
S+ ——=—=1

24— V3a)

Problema 13. (OBM 2006) Sejam x,y, z nimeros reais nao nulos tais que z +y + z = 0. Qual é o

valor de . ) )
2,22
(«7y72%) <$3y3 T 33T y3z3> ?

—b)(b— - 1
Problema 14. (OBM 2005) Dado que EZ n ngb n 322 n Zi =17 qual o valor de

a b c
+ + ?
a+b b+c cH+a

Use também estimativas e desigualdades para resolver

Problema 15. Encontre as solucdes reais de 2% + y? + 22 + 2y + yz + 22+ 3/2 = 2(x + y + 2).
Problema 16. Encontre todos os inteiros estritamente positivos z, y, z, w tais que z! 4+ y! + z! = w!

Problema 17. (Irlanda 2002) Suponha que n seja o produto de quatro nimeros primos a, b, ¢, d
distintos dois a dois tais que:

(i)a+c=d

(ii) ala+b+c+d) =c(d—0)

(iii) 1+ bc+ d = bd

Determine n.

Problema 18. (Asian-Pacific 2011) Sejam a, b e ¢ inteiros positivos. Prove que é impossivel que os
trés ntimeros a®> + b+ ¢, b> +c+ a e ¢ + a + b sejam quadrados perfeitos.

Problema 19. (Moscou 55) Encontre todas as solugoes reais de

3



Problema 20. (Arébia Saudita 2015) Encontre as solucdes inteiras de z2y® — 2%5Y = 2015 + 4xy.

Problema 21. (Norte da China 2013) Dado um numero real = denotamos por |z] o maior inteiro n
tal que n < z. Exemplos: |2| = [2,5] =2e |-2] = |—1,1] = —2. Quais sao as solugdes nao-inteiras

da equagao
13 13
=2 29
x+ - || + 7]

Problema 22. (Ibero 2018) Para cada inteiro n > 2, encontre todas as solugoes inteiras do seguinte
sistema de equacoes:

x1 = (22 + 23 + T4 + - + 2,) 2018

2y = (21 +x3+ T4+ -+ 2p)208

T = (21 + 22 + 23+ -+ 20-1)208,

Problema 23. Sejam z e y numeros reais tais que (z + /1 +3?)(y + V1 + 22) = 1. Mostre que
r+y=0.

Problema 24. (Irlanda 2001) Determine os ntimero reais x nao-negativos para os quais

‘\3/13+\/5+ 6/13—\/5

¢é um numero inteiro.

Problema 25. Encontre todas as solugoes reais positivas de
abc=(a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db).
Problema 26. (Vietnam 2015 (Regional)) Encontre as solugoes reais do sistema:

Yyt —2xy? + Tyt = —2? + T2 +8
V3—z4+ Ay +1=a3+2% —494%+3



Solucoes

1. Multiplicando a primeira equagao por x e subtraindo ela da segunda obtemos —y + 2 = 0. Segue
que y = 2 e substituindo na primeira equacdo obtemos 2 — 2z — 3 = 0 que tem como raizes z = 3 e
x = —1. As solugoes sao (—1,2),(3,2).

2. Somando 1 dos dois lados ficamos com
(x+1)(y+1) =121,

logo x+1 (e y+1 também!) divide 121. Segue que (z,y) = (—122,-2), (—12,-12), (-2, —122), (0, 120),
(10,10) e (120, 0) sao todas as solugoes.

3. Subtraindo a segunda equacdo da primeira obtemos a? — b = (a — b)(a + b) = 6(b — a). Como
a # b, a—0b# 0, e cancelando dos dois lados ficamos com a + b = —6. Por outro lado, somando as
duas equagodes ficamos com a2 +b? = 6(a+b) + 10ab. Somando 2ab dos dois lados e fatorando obtemos
(@ +b)? = 6(a + b) + 12ab. Substituindo nossa resposta anterior vem que ab = 6.

4. Racionalizando, ou seja, multiplicando por \/ x4+ %\/gj +4/x— %\/gj, obtemos

1 1 1 1
\/3:+2\/§+ x—g\/ﬂz <w+2\/§> - (x—Q\/@> =Y.
Elevando ao quadrado e somando com o quadrado da equagao no enunciado temos:
1 1
1+y:2<x+2\/§> —|—2<x—2\/§> =4z,

logo y = —1 mod 4. A tnica opgao correspondente é a letra C).

5. Observe que a equagao sé faz sentido quando 0 < x < 2012, logo os 2013 inteiros entre esses dois
numeros tem que ser solugoes. Isto nos leva a crer que a relacao acima é uma identidade. Em verdade,
um numero tao grande de solugoes ja poderia nos levar a crer isso neste caso. Racionalizando os
termos da equacao obtemos:

1 V1006 — \/z 1 /2012 — = — /1006 2 _ 2(y/2012 —x — /T)
VT 4+/1006 1006 —x ' /2012 — x + /1006 2012 —=x —1006 ' /z+2012—x  2012—xz—=z

Dessa forma, a equacgao original equivale a

V1006 — \/z N V2012 =z — V1006 /2012 —z — /o _ 2(v/2012 —z — /)
1006 — x 2012 — . — 1006 1006 — x o 2012—z—2

que é claramente uma identidade, e concluimos que todo inteiro entre 0 e 2012 é solucao.

6. Expandindo, temos

abc+c=0b%c+b, abc+a=c*a+ec, abe+b=a’b+a —
be(a—b)=b—c, calb—c)=c—a, ablc—a)=a—-0>



e multiplicando as trés relagdes obtemos a?b*c?(a — b)(b — c)(c —a) = (b — ¢)(c — a)(a — b). Como os
niimeros sio distintos dois a dois temos (abc)? =1 == abc = 1. Resta verificar que h4 solugoes
tais que abc = 41 e abc = —1. Substituindo abc = 1 obtemos um sistema equivalente a
c(1-0b)(14+0b)=0b-1
a(l—c)(1+c¢c)=c—1
b(l—a)(l4+a)=a—-1
e fazendo a = 1 é fécil descobrir que b = —1/2 e ¢ = —2 resolvem o sistema e assim 1 é de fato um
valor possivel. Para obter —1 como o produto abc basta inverter o sinal da solucao anterior.

7. O sistema equivale a:

a:z+yz:%
:Uy—i-zx:%
zy+xy:%

e somando as equagoes obtemos 2(zy + yz + zx) = W, donde zy + yz + 2y = 0 ou zyz = /2.
No primeiro caso, o sistema fica

-1
Ty =3
—yz = % — zyz = —1.
1
—2r = =
Yy
_ _ 1 ~ PR 1,1 _ =ty :
Fazendo z = — 3y @S equagoes originais viram zy = &+ = -5 Note que se x e y satisfizerem
essa equacgao, ao tomarmos z = —xiy, teremos uma solucao do sistema original, logo basta encontrar

T+y
Ty

. A~ . , \/ 3
considerando x como um parametro, podemos aplicar a férmula de Bhaskara obtendo y = &2%.
Basta entao tomar x > {/1/4 e entao

14+ V14 4a? —2x
x? )
222 1+ 1+ 423

serd solucao. Segue que existem infinitas solucoes.

as solugoes de zy = Expandindo obtemos a equacdo do segundo grau z?y?> —z —y = 0 e,

8. Multiplicando por 2, temos
823 — 61+ 2 = 4y? = (223) —3(22) + 2 =4y* = (22)3 — 22— 2(2z) + 2 = 4y* —
(22)((22)* — 1) —2(2x — 1) = 4y* <= (22— 1)((2x + 1)2z — 2) = 4y* —
(20 —1)(42” +22 - 2) =4y* = (22— 1)(42? -1+ 2x - 1) = 49 —
(22 —1)(2z — 1)(2z + 2) = (2y)2.

Esta fatoracao foi obtida separando os termos da equacao de forma esperta. Poderiamos também ter
fatorado diretamente o polindémio, mas para isso precisarfamos chutar uma de suas raizes, —1 ou 1/2.
A primeira é um chute razodvel e daf terfamos 423 —3x+1 = (x+1)p(x), na qual p(z) é um polinémio
do segundo grau e poderiamos usar Bhaskara.'

Voltando ao problema, percebemos que sempre que 2z + 2 for um quadrado perfeito (logo par!)
existird y inteiro positivo que satisfaz a igualdade. Precisamos entdo que 2z+2 = n? e < 1980, logo o
problema se resume a encontrar o nimero de quadrados perfeitos pares menores que 2-1980+2 = 3962.
Usando o nimero sugerido verificamos que 622 < 3962, e assim cada n par entre 1 e 62 nos d4 uma
solucdo (verifique que z serd sempre positivo).

L4 pode parecer mais dificil de chutar, mas usando a férmula para cos 3z poderiamos deduzir que cos T = % é solugao.



9. Escreva a = :\3/—27 + 5v33 — :\3/27 + 5v/33. Temos:

a® = —b4 — 3a€’/—27+ 5@§/27+5¢?: —54 — 3a/(V/96).

Observando que 96 = 2° - 3 somos incentivados a tomar v/2 - 328 = /183 = «, obtendo:

1882 = —54 — 368 < 188> + 368+ 54 =0

e verificamos que —1 é uma solucao desta equacao.

Dividindo por (8 + 1) obtemos 1832 + 368 + 54 = 18(3 + 1)(8? — B + 3). Note porém que o
polinémio 32 — B + 3 ndo tem raizes reais (!), pois seu A é negativo. Como 3 é real (ja que o 0 é) e
raiz do polindémio acima, segue que = —1 e que o = —+v/18.

10. Somando 4 dos dois lados ficamos com
x x x x 9
=z‘—11
3 e st et
O ponto médio dos numeros 3, 5, 17, 19 é 11. Convém entao por simetria escrever x = y + 11 e nossa
equagcao vira

+11 +11 +11 +11 2111 2411
e YT ity e 22 Y oV TV gy

y+38 y+6 y—=6 y—8 y2 — 64 y2 — 36

donde y = 0, —11 sdo solucdes, pois zeram y? + 11y. Assim temos z = 0 e = 11 como solucdes.
Excluindo esses valores, fazendo ¢t = y? e algumas manipulacdes algébricas, a equacio acima equivale
a

2 — 104t +36 - 64 +200 = 0 <= t =52+ 10V/2,

donde z = 11 + /52 & 10V/2 sdo as outras solucoes.

11. Observe que os fatores do lado esquerdo tem um padrao razoavel entao talvez consigamos encontrar
um bom padrio ao expandirmos este lado de forma esperta. Defina v = (42+1)(62+1) = 2422 +10z+1.
Por outro lado,

3
(324+1)(122 4+ 1) = 3622 + 152 +1 = 5(2422 +10z 4+ 1)

— 5
e assim nossa equacio vira v(3v — 1) =4 <= 3v> —v—4=0 <= v=—1ouv=4/.
5+iv23
Se v =—1temos 242 + 10z + 1= -1 = 222274'
-5+ /33
Se v = 4/3 temos 7222 + 302 4+3=4 — z = —
12. A ideia é fazer uma substituicdo trigonométrica. Observe que quando a? + b*> = 1 podemos

supor que a = cosf e b = sen @ para algum angulo 6 € [0,27]. Dessa forma, fazemos %

1 . :
1=V3. = Sen 0, e isolando x obtemos:

= cosf e

r 4senf — 1
cosf  \/3senf

Dividindo por 2 e usando férmulas de trigonometria podemos simplificar esta equagao para:

1
?sen@ + 3 cos = 2senf cosf <= sen <% + 0) = sen 20.

< /3senf + cos @ = 4sen  cos b,

T bm Tm 197 1
Segue que 0 = 618 18 ou 1z (+2km, k € Z) e para cada uma delas x =

wosa € solugao.



13. Para resolver este exercicio convém introduzir uma notagao muito 1til no calculo de expressoes.
Sejam x, y, z trés varidveis quaisquer. Defina

oo=x+y+z o02=xy+yz+zr, O03=2IYZ.
Costuma ser util também considerar S, = ™ + y™ + 2" para n natural. Assim,
(x+y+2)2 =2+ + 22+ 2@y +yz+22) = Sy =07 — 209
Podemos usar esta expressao para calcular S3. Com efeito,

018 =(x+y+2)(@? + 2 +25) =22+ 92 + 2B + 2%y + 2y + P2 4+ 92 + 2P+ 22
mas 22y 4+ zy® + y22 + y2® + 222 + 22? = ay(x +y) +yz(y + 2) + 22(z + )

= xy(o1 — 2) +yz(o1 — ) + zx(01 — y)

= (zy + yz + zx)o1 — 3(zyz) = 0102 — 303
e usando a expressao para So obtemos

S3 = a‘;’ — 30109 + 303.

Mas por que fizemos tudo isso? Voltando ao problema, nossa hipétese corresponde a o1 = 0 e a
expressao em seu enunciado, apds expansao, é igual a 23 Usando nossa nova férmula ficamos com

TYz

1 1 1 o} — 30102+ 30
2,2 2 _ oY 102 3
(27y"2%) <:):3y3 2323 y3z3> = o3 :

Como o1 = 0, segue que a expressao desejada ¢ igual a 3.

14. Este é um bom exercicio para introduzir somatdérios ciclicos. Se f(z,y, z) é uma expressao em x,
y e z denotamos

Zf(x7yaz) = f(a?,y,z)+f(y,z,a:)+f(z,x,y)

cyc
T T Yy z . . o /s .
Por exemplo, Z — = — + = 4+ — . As manipulagoes algébricas deste exercicio podem ser feitas todas
y 2z

cyc
diretamente, mas o uso de expressoes como acima pode ser muito util para escrever equacoes de forma

organizada, facilitando sua compreensao?.

Antes de comegar, seguindo a notacao da solucao anterior denote
cr=a+b+c, oo=ab+bc+ca, o3=abc.
Expandindo o denominador (essa expressao é um produtério ciclico!), obtemos:

(a+b)(b+ c)(c+ a) =a’b + ab® + b2c 4 be? + a4 a®c + 2abe = Z(azb + ab®) + 2abc

cyc

=0109 — 303 + 203 = 0109 — 03.

Veja a resolucao do exercicio anterior para a dedugao da férmula utilizada acima.

2de forma, similar poderfamos definir somatérios simétricos considerando todas as permutacdes de x, y e 2z, ndo apenas

aquelas que preservam a ordem ciclica das letras. Dessa forma teriamos Z z= g + g + 2 + % + 5 + g

sym



Por outro lado a expansao do numerador (outro produtério ciclico!) nos da:

(a —Db)(b—c)(c — a) = abc — ac® — a*b + a®c — b*c + bc? + ab® — abe = Z(—aQb + ab?)

cyc

=S "(a? +abt?) 23 (a%) = 0105 — 305 — 2 _(ah).

cyc cyc cyc

Z(QQZ)) + o3

cyc ~
Escrevendo K = -2 , obtemos 1 — 2K = % — K= % Por outro lado, a expressao que
0102 — 03

devemos calcular se escreve como

Z Z a(b+c)(c+a) Zabc—i—a%—i—ac + a’c
at+b (a+b)(b+c)c+a) (a+b)(b+c)(c+a)

cyc cyc
Z abc + Z(azb) + Z:(ac2 +a*c) 3oz + <Z a2b> + o102 — 303
cyc cyc cyc cyc
o 0109 — 03 N 0102 — 03 ’

pois Z(acQ +a’c) = Z(aQb + ab2) Mas esta ultima expressao é igual a 1 + K = 1(15, resolvendo o
cyc cyc

problema. Confira também a solugdo de Marcelo Matheus Gauy no site da OBM ou na Eureka n®24,
péagina 44.

15.
m2—|—y2—|—22+xy+yz+xz+3/2:2(x+y+z) —

1 1
- x2+y2+1+2xy—2x—2y)+§(22+y2+1+2yz—2y—22 (a: + 22414222 —22-22) =0 <—

2 )+

1 , 1 , 1
Como a® > 0 com igualdade apenas quando a = 0, obtemos z +y =y + 2z = z 4+ 2 = 1 0 que implica
emz=y=z=1/2

16. Sem perda de generalidade podemos supor z < y < z < w. Suponha que z > 3. Nesse caso,
w! > (z+ 1) = (z+1)z! > 32! > 2! + y! + 2!, uma contradigdo. Logo z < y < z < 2. Analisando
todas as possibilidades obtemos que x =y = 2z = 2 e w = 3 é tnica solugao.

17. Uma observagao crucial é que existe apenas um primo par, o nimero 2. Assim, analisando a
paridade da primeira equagao temos a = 2 ou ¢ = 2 (note que d = a+c¢ > 3 tem que ser primo impar).
Por outro lado, note que se ¢ = 2 o lado esquerdo de (iii) é par e o direito impar. Assim a = 2. Segue
que d = ¢+ 2 e substituindo temos o sistema:

2(b+2c+4)=clc+2—-0) — 2b+2c+8=c?—bc
1+bc+c+2=>b(c+2) c+3=2b
e substituindo o valor de b novamente obtemos 6¢ 4+ 22 = 2¢? — ¢ — 3¢ <= ¢ —9c — 22 = 0 que

tem como raizes ¢ = 11 e ¢ = —2. Segue entao que a =2, b =7, c =11, d = 13 é a tnica solucao e
n = 2002, o que era previsivel, pois a prova foi em 2002.



18. A ideia aqui é que se 2 + k é um quadrado perfeito com z e k inteiros positivos entdo % + k >
(x+1)2, pois é o quadrado de um inteiro e é maior que 2. Mas isto implica em k > 2x+1. Aplicando
a nosso problema, suponha que fosse possivel. Segue que:

b+c>2a+1, c+a>2b+1, c+a>2c+1

e somando todas as desigualdades terfamos 2(a+b+c) > 2(a+b+c¢)+3 = 0 > 3, uma contradicao.

19. Os ntmeros z* e y* sdo nao-negativos e somam 1, logo 0 < 2% y* < 1, o que implica em

0 < |z|, ly| < 1. Note porém que se x < 0 entdo 2> < 0 e a primeira equacio nos dd 3> =1 — 2 =
y3 > 1 e daf y > 1, uma contradicdo. Segue que z > 0 e y > 0 analogamente. Por outro lado, se
a € (0,1) é um nimero real temos que a* < a®. Assim, se z # 0, 1 (o que implica y # 0, 1) teriamos
1 =2*+y* < 2? +y3 =1, outra contradigio. Segue entdo que (0,1) e (1,0) sdo as tinicas solugdes do
sistema.

20. A primeira observacao é que x e y sdo ndo-negativos, pois caso contrario o lado esquerdo nao seria
inteiro. Além disso, se z = 0 ou y = 0 o lado esquerdo seria negativo e o direito igual a 2015. Logo
todas as solugoes sao dadas por pares de inteiros positivos.

O importante agora é observar que se a € inteiro positivo, entao z® é muito menor que a* quando
x é suficientemente grande e restringir os casos. Um argumento de indugao demonstra que se z > 4
entdo 22 < 2% e se y > 5 entdo y® < 5Y. Como o lado direito é maior que 2015, é impossivel termos
x > 4 ey > 5 simultaneamente, pois isso faria o lado esquerdo ser negativo. Analisando a paridade
obtemos também que x e y tem que ser impares. Basta analisar 4 casos.

i)z =1 = 9° —2-5Y = 2015 + 4y, mas nesse caso o lado esquerdo é sempre menor que 2015.

(i) x =3 = 9y® — 8- 5Y = 2015 + 12y. Nesse caso, se y > 6 o lado esquerdo é negativo (pode
ser provado por inducao). Testando os outros dois casos pequenos, verificamos que nao hé solugoes.

(iii) y =1 = 22 —5-2% = 2015 + 42, mas nesse caso o lado esquerdo é sempre menor que 2015.

(iv) y = 3 = 24322 — 125 - 2% = 2015 + 122. Nesse caso, devemos ter x> > 2015/243 > 9.
Verificamos que 2 = 5 é solugdo. Se x > 7 entdo 2% > 222 (prove por inducio), e o lado esquerdo é
novamente negativo. Logo (5, 3) é a tnica solucao.

21. Escreva z = n+a,comn = [z| € Ze a € [0,1). Como estamos interessados em solucoes nao
inteiras, podemos supor que a # 0. Nossa equacao fica:

13 13 13 13 5 13 —n?
n+a+——=n+— < a=— — = n"+an=13 <= a= ——.
n+a n n n+a n
Queremos encontrar os valores de n € Z tais que 0 < a = % < 1. Contudo, analisando separada-
mente n positivo ou negativo, temos:
13 — n?
0< —— = 0<n<vVv13oun<—-v13
n
13 — n? —1+ /53 —1—+/53
7n<1 = +7<n0u7<n<0.
n 2 2
Como 3 < —HT\/% < V13 < 4, nao ha solucao com n > 0. Porém,
—1—+/53
—5<#<—4<—\/13<—3
T ‘ ~ o . . o 13
indica que ha exatamente uma solucao, exatamente quando n = —4, o que implica a =3/1 ¢ x = ==,

10



22. O lado direito é sempre nao-negativo, logo x; > 0. Seja entao x, o menor dos z; (escolha qualquer
um se houver empate). Segue que z, < x1+xT20+ -+ T — x5 < (xl +xo+ -+, — xa)2018, com
igualdade se es6 se zy =1+ 22+ -+ 2y —xe =1 0ou 0.

No primeiro caso temos z, = 1 + 22 + -+ + &, — 24 > (n — 1)z, implicando que x, = 0 (uma

- : ) = a3
contradi¢ao) ou n = 2. Segue que nosso sistema é 5018 er2=w1=1
T = J:']_
Se xg =0, como 1 +x9+ - +x, —x, =0ex; >0, temos 1 = 29 = ...x, = 0, e esta é
claramente uma solugao. As solugbes sao (1,1) paran=2ex; =0parai=1,...,n,n > 2.

23. Expandindo obtemos 2v/1 + 22+y+/1 + 32 = (1—2y)— /(1 + 22)(1 + y2) e elevando ao quadrado

2’ ot + 22y /(L +2?) (1 +92) +y° +y' =
1—2zy 4+ 2%9y® — 2/ (1 +22)(1 + y2) + 22y /(1 + 22)(1 +y2) + (1 + 23 (1 +9°) =
ot 4yt =2 - 20y — 2¢/(1 + 22)(1 + y2) + 22%y° =

(2> = y°)? =2(1 — 2y — /(1 + 22) (L + 2)).

O lado esquerdo é > 0. Iremos usar uma ideia de desigualdade, vamos provar que o lado direito é
menor ou igual a 0, ou seja, 1 —zy < /(1 + 22)(1 + y2). Como a raiz quadrada é sempre nio negativa,
basta verificar que (1 — zy)? < (14 22)(1 + y?). Contudo, apenas uma rapida manipulacio algébrica
esta tltima equivale a 0 < 22 4 22y +y? = (z + y)?, o que é verdade. Segue entdo que ambos os lados
da equacdo sdo zero, donde 22 = y2. Se x = —y o problema acaba. Caso contririo = y e resolvendo
a equagao obtida substituindo esta relagao no enunciado, obtemos x = y = 0.

24. Seja o = 13+ /T e f = /13 —/z. A ideia é observar que, se z for grande, a e —f3 estao
préximos, logo a+ 8 ~ 0. Dai a + 3, como funcao de z, é limitada.

Primeiramente, como /z > 0 por definicdo, temos |a3| > |3%| e daf segue que |a| > |B]. Como
a > 0, temos a + 5 > 0 (a igualdade entre os médulos s6 poderia ocorrer quando x = 0, mas nesse
caso a = 8 > 0). Por outro lado,

(a4 B)% =+ 2+ 3af(a+ B) = 26 + 3(V/169 — z)(a + B).

Segue que

3‘3/@”(%):%:(”5)2‘@165

Observe que o lado direito é uma funcao crescente de a + 3(!). Juntando este fato ao fato que
25 — % > 21 > 3+v/169, obtemos que a+ 3 < 5 (independentemente de x!). Como queremos encontrar
os valores de x para os quais « + 3 ¢ inteiro, basta analisar os casos a + § = 1, 2, 3, 4 e isolar = na

equagao acima, obtendo
20188 123200 29645
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como solucoes.

25. O lado esquerdo é real e positivo. Por simetria podemos supor que a > b e a > ¢, logo ao menos
dois dos termos no produto do lado direito sao positivos: a +b —c e a + ¢ — b. Segue que o terceiro
também tem que ser. Podemos assim escrever

zr=((b+c—a), y=(c+a—-0b), z=(a+b—c)
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com x, y e z positivos. Observe que

e nossa equacao se torna
(x4+y)(y+2)(z + ) =8xyz <= 2%y +ay® + v’z + y2° + 2% + 22% = 6ay.

Mas a desigualdade das médias aplicada nos seis termos® (todos eles sdo positivos!) implica que o
Lado Esquerdo é maior ou igual ao Lado Direito com igualdade se e somente se todos os termos sao
iguais, o que implica x = y = z. Por outro lado, isto implica que a = b = c e é facil verificar que estas
sao as solugoes da equacao.

26. A primeira equacao equivale a

=20+ TP 2 T —8=0 —= (P -2’ +8 -8 -8— (1) —2)=0 =
(=) - —1)+82 -8 —-8=0 < (Y —2+8)(y>—2-1)=0

donde = = % 4+ 8 ou « = y? — 1. Entretanto, a segunda equacio sé estd definida quando = < 3, logo
o primeiro caso nao acontece. Substituindo 4> = z + 1 na segunda ficamos com

\/3—:U+\/x—|—2:x3+:z:2—4:13—1 < \/3—a:+\/:n—|—2—3:x3—|—x2—4x—4 <
V3—z4+vVr+2-3=(x+1)*-4)=x+2)(@x+1)(z-2)

O Lado Esquerdo sé faz sentido se —2 < x < 3. Além disso, elevando ao quadrado e fazendo
manipulacdes algébricas /3 — 2+ vz +2—-3<0 <= V6+z—22<2 < 22 —2-2>0 —
x > 2oux < —1. Por outro lado, analisando o produto do lado direito termo a termo temos:

(x+2)(z+1)(z—2)<0 <= < -20u —1<z<2

que é quase o complementar da regido anterior (s6 estamos interessados em —2 < z < 3). Segue que
basta testar se os valores = —2, —1, 2 sdo solucdes. Por verificacdo, obtemos que (—1,0), (2, —/3)
e (2,/3) sdo as solucdes do sistema.

Material elaborado por Hugo Fonseca Aratjo

3poderia ser aplicada também em cada um dos pares z2y + zy?
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