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Curso de Geometria - Nivel 2 Aula 2
Prof. Rodrigo Pinheiro

Congruéncia de triangulos

Definigao: Um triangulo é congruente a outro se, e somente se, é possivel estabelecer
uma correspondéncia entre seus vértices de modo que:

1. Seus lados sao ordenadamente congruentes aos lados do outro e

2. Seus angulos sao ordenadamente congruentes aos angulos do outro.
B F
A b c D p E

A = /D a = n
NABC = ANDFFE +— /B ZF e
/C = /FE c = m

Notagao:

I
b

Teorema 1. Dois lados de um triangulo sdao congruentes se,e somente se os angulos opostos
a estes lados sdo congruentes.
Demonstracao.
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(=) Seja ABC' um triangulo com AB = AC e M o ponto médio do lado BC'. Observe
que AABM = AAMC, pelo caso LLL, portanto ZABC = ZACB.

(<) Seja ABC' um triangulo com ZABC = ZACB e M o pé da altura relativa a BC.
Como ZAMB = ZAMC = 90° e ZABC = ZACB, temos entdo que /MAB = /MAC
pois a soma dos angulos internos de um triangulo interno é sempre 180°. Concluimos assim
que AAMB = ANAMC pelo caso ALA, consequentemente, AB = AC.

Teorema 2. Em todo triangulo isdsceles, a altura, mediana e bissetrizes relativas a base
sao coincidentes.
Demonstracao.

B M c

Seja ABC' um triangulo com AB = AC e M o ponto médio do lado BC. Observe que
NABM = ANAMC, pelo caso LLL, portanto ZAMB = /ZAMC e /BAM = /CAM, por
definicao temos entao que AM também é bissetria. Como LAMB + ZAMC = 180° e
LAMB = ZAMC, entdo LZAMB = ZAMC = 90°, concluindo assim que AM também é

altura.

Teorema 3. Seja ABCD um poligono convexo, demonstre que se dois lados opostos sao
iguais e paralelos, entdo ABC' D é um paralelogramo.

Demonstra¢do. Suponhamos que AB = CD e AB\\CD. Pela propriedade de paralelismo,
temos que: ZABD = ZBDC, concluindo assim que AABD = ACDB. Dal, tiramos que
ZDBC = ZBDA, pela propriedade de paralelismo podemos concluir que BC'\ \AD, isto
é, ABC'D é um paralelogramo.

A D

Problema 1. Dado um tridangulo ABC, onde AB = BC. Tomam-se dois pontos M e N
em AB e BC, respectivamente. Demonstre que se /Z/MCA = Z/NAC, entao AM = CN.
Solucao.
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Dado que o triangulo é isésceles, temos que: LMAC = ZNCA, portanto concluimos
que AMAC = ANCA, dai tiramos que MA = NC.

Problema 2. Mostre que se um triangulo possui duas altura iguais, entdo o tridngulo é
isésceles.

Solucdo. Seja ABC um triangulo onde as alturas AD e C'E tém o mesmo comprimento.
Pelo caso especial de congruéncia temos que AAEC = ANADC, portanto /EAC = /DCA,
isto é, AABC is6sceles.

Problema 3. Demonstre que se duas retas AB e AC sao duas retas tangentes a um
circunferéncia de centro O /nos pontos B e C, respectivamente, entao AB = AC e
/O0AB = /0AC.

Solucao.
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Observe que BO = OC e AO pertence ao dois tridngulos ABO e ACO, entao pelo caso
especial de congruéncia AABO = AACO, assim AB = AC e ZOAB = ZOAC.

Problema 4. (Teorema de pitot) Mostre que um quadrildtero pode ser circunscrito a uma
circunferéncia se, e somente se, a soma de dois lados opostos for igual a soma dos outros
dois lados.

Solugdo. (=) Suponha que o quadrildtero ABC D seja circunscrito a uma circunferéncia,
e os pontos de tangéncia da circunferéncia com os lados sejam F, F, G, H, como mostra a
figura abaixo.

A H D

Pelo problema anterior, vemos que: AH = AFE; BE = BF; CF = CG; GD = HD.
Portanto, AE + BE + CG + GD = BF + CF + +HD + AH, isto implica dizer que:
AB+CD = BC+ AD.

(<) Suponha que ABCD seja um quadrildtero tal que AB + CD = BC + AD e nao
seja circunscritivel.
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Sejam AO e BO as bissetrizes internas dos angulos /ZDAB e ZABC. Tomamos FE, F' e
H como sendo os pés das alturas de O aos lados AB, BC e AD, respectivamente. Pelo caso
especial de congruéncia temos que AAOH = NAOFE e ABOE = ABOF, assim sendo,
AE =AH =x e BE = BF =y. Defina CF =z e HD = w. Pela hip6tese, temos que:

(z+y)+CD=(y+2)+(r+w)=CD=z+w

Como C'D nao é tangente a circunferéncia pois, caso contrario, o quadrilatero seria circuns-
critivel. Tomamos G tal que CG seja tangente a circunferéncia e defina CG N AD = I,
perceba que pelo problema anterior, temos: CG = CF = z e GI = HI = k. Dessa ma-
neira, ID = w— k, mas analisando o triangulo CID isso é um absurdo pois CI+ 1D = CD
e C'ID é um triangulo. Entao se a soma dos lados opostos de um quadrilatero forem iguais,
entao ele serd circunscritivel.

Problema 5. Sao construidos exteriormente ao AABC, os triangulos equildteros ABM,
BCN, ACP. Prove que NA= BP =CM.
Solucao.

A C

Primeiramente, construimos somente os tridngulos equildteros ABM e BCN. Dessa
forma, temos que: AB=MB e BC =BN e ZMBA =/CBN = 60°. Assim sendo,



POT 2012 - Geometria - Nivel 2 - Aula 1 - Prof. Rodrigo Pinheiro

temos que AMBC = AABN pelo caso LAL, pois AB= MB; BC = BN e
/MBA = /CBN, portanto AN = C M. Analogamente, provamos que AN = CM = BP.

Problemas Propostos

Problema 6. ABCD é um paralelogramo e ABF e ADFE sao triangulos equilateros cons-
truidos exteriormente ao paralelogramo. Prove que FCFE também é equilatero.

Problema 7. Quatro quadrados sdo construidos exteriormente nos lados de um paralelo-
gramo. Mostre que os centros destes quadrados também formam um quadrado

Problema 8. Um hexdgono convexo ABCDEF estd circunscrito a uma circunferéncia.
Mostre que AB+ CD + EF = BC + DE + FA.

Problema 9. Na figura, ABCD e AEFG sao quadrados. Mostre que BE = DG.

C B

D A

Problema 10. (Rissia 1946) Dados trés pontos A, B, C' sobre uma reta [, sao construidos
triangulos equildteros ABCt e BC'A; em um mesmo semi-plano com respeito a [. Se M,
N s@o os pontos médios de AA1, C'C1, respectivamente, mostre que o tridngulo BM N é
equilatero.

Problema 11. (Inglaterra/95) Seja ABC um triangulo retangulo em C. As bissetrizes
internas de BAC' e ABC encontram BC e CA em P e @, respectivamente. Sejam M e N
os pés das perpendiculares a partir de P e @ até AB, respectivamente. Encontre a medida
do angulo MCN

Problema 12. (Polénia/92) Os segmentos AC' e BD intersectam-se no ponto P de modo
que PA = PD, PB = PC. Seja O o circucentro do triangulo PAB. Prove que as retas
OP e CD sao perpendiculares.

Problema 13. Prove que se em um triangulo ABC', a mediana AM é tal que ZBAC é
dividido na razao 1 : 2, e D esta sobre AM, com M entre A e D, tal que ZDBA = 90°,

entao AC = ATD. Dica: Escolha P sobre AD tal que AM = MP.
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Problema 14. Em um quadrado ABCD, M é o ponto médio de AB. Uma reta perpendi-
cular a MC em M toca AD em K. Prove que /BCM = /KCM.

Problema 15. Dado um quadrado ABC'D com /EDC = /ECD = 15°, prove que NABE
é equilétero.

Problema 16. Dado um triangulo qualquer ABC, D, FE e F sao pontos médios dos lados
AC, AB e BC, respectivamente. Sendo BG a altura do triangulo ABC. Prove que
/EGF = /EDF.

Problema 17. (congruencia) No losango ABCD com /BAD = 60°, tomamos pontos F,
H e G nos lados AD, DC e na diagonal AC, respectivamente, de modo que DFGH seja
um paralelogramo. Prove que o tridngulo BF H é equilatero.

Problema 18. (congruéncia) Seja ABCD um paralelogramo. A bissetriz de ZBAD corta
BC em M e o prolongamento de CD em N. Se O é o circuncentro do triangulo MCN,
mostre que B, O, C, D sao conciclicos.

Problema 19. (congruencia) Sejam ABC um tridngulo, D um ponto sobre o prolonga-
mento da semi-reta BC' a partir de B tal que BD = BA e M o ponto médio de AC. A
bissetriz do angulo ZABC corta DM em P. Mostre que /BAP = Z/ACB.

Problema 20. (congruencia) Seja ABC DE um pentdgono com AE = ED, AB+CD = BC
e /ZBAE + ZCDEFE = 180°. Prove que ZAED =2/BEC.

Problema 21. (Congruencia) Sejam ABC um triangulo de circuncirculo wy, O o circuncen-
tro de ABC' e w9 0 ex-incirculo relativo ao lado BC. Se M, N, L sao os pontos de tangéncia
de wo com as retas BC, AC, AB e os raios de w1 e ws sdo iguais, mostre que O é o ortocentro
do triangulo M N L.



