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Problemas

Problema 1. Andressa e Bruna jogam um jogo. Elas iniciam com 2008 moedas dispostas em um
circulo e fazem suas jogadas em turnos alternados, Andressa realizando a primeira jogada. Em seu
turno, uma jogadora pode remover uma moeda ou, se duas moedas adjacentes permanecem no circulo,
ela pode remover as duas. Vence quem remover a ultima moeda. Prove que Bruna tem a estratégia
vencedora, independente de como Andressa jogue.

Problema 2. Arnaldo e Barbara jogam o seguinte jogo. No primeiro turno, o nimero 2019 estd
escrito numa folha de papel. Arnaldo deve entao escolher um dos digitos diferentes de zero deste
nimero e subtrai-lo de 2019, repassando o resultado para Barbara. Em sua vez, Barbara deve subtrair
do nimero que recebeu de Arnaldo um dos digitos diferentes de zero deste niimero e repassar o
resultado para Arnaldo. Eles repetem essa regra alternadamente e quem nao puder mais jogar perde,
ou seja, quem receber o nimero 0 de seu oponente. Quem tem a estratégia vencedora?

Problema 3. (Centro-americana 2001) Dois jogadores, Adriana e Bruno, estdo sentados em um
grande circulo com mais 2001 pessoas, de forma que Adriana e Bruno nao estdo em posicoes consecu-
tivas. Comecando por Adriana, eles jogam o seguinte jogo em turnos alternados. Cada jogada consiste
em tocar no ombro uma das pessoas que € sua vizinha no circulo. Esta pessoa entao se levanta e deixa
o circulo. Vence o ultimo jogador que permanecer no circulo. Mostre que um dos dois jogadores tem
uma estratégia vencedora e apresente-a.

Problema 4. Alice langou o seguinte desafio a Betina. Ela ird desenhar um retangulo em um quadro-
negro. Betina tentard entao desenhar uma reta que divida o retangulo em duas partes de mesma area
e, a0 mesmo tempo, o quadro-negro em duas partes de mesma area. Se Betina conseguir desenhar a
reta, ela vence; caso contrario, Alice vence. Quem vencerd o desafio?

Problema 5. (Torneio das Cidades 2003) Alessandra e Beto colorem em turnos alternados os lados
de um poligono de n lados. Em sua vez, Alessandra pode colorir qualquer lado que tem 0 ou 2 vértices
em comum com lados ja coloridos. Beto pode colorir qualquer lado que tem exatamente 1 vértice em
comum com lados ja coloridos. Perde o jogador que nao puder colorir nenhum lado em sua vez. Para
quais valores de n Beto tem a estratégia vencedora?

Problema 6. (Centro-americana 2004) Em um quadro-branco, os nimeros de 1 a 9 estao escritos.
Artur e Bento jogam o seguinte jogo em turnos, Artur sendo o primeiro. Em sua vez, cada jogador
escolhe um dos ntumeros escritos no quadro-branco e apaga, além dele, todos os seus multiplos que
ainda estao escritos no quadro. Perde quem remover o iltimo nimero. Determine se algum dos
jogadores tem uma estratégia vencedora e justifique.

Problema 7. (Alemanha 2009) No inicio de um jogo hé trés caixas com 2008,2009 e 2010 pedras.
Amanda e Bianca jogam in turnos seguindo a seguinte regra:

Quando € o seu turno, escolha duas caizas. Esvazie-as e depois distribua as pedras da terceira
catxa entre as trés cairas, de maneira que nenhuma caiza fique vazia. Se vocé nao puder fazer isto,
vocé perde o jogo.

Quem tem a estratégia vencedora quando Amanda joga primeiro?



Problema 8. (OBM 2010 adaptado) Arnaldo e Bernaldo participam do seguinte jogo em um tabuleiro
mxmn, m, n > 2. Arnaldo comega escolhendo uma casinha e colocando um cavalo na casinha escolhida;
em seguida, Bernaldo e Arnaldo movem alternadamente o cavalo, comecando por Bernaldo, com a
restricao de que o cavalo nao pode cair em casinhas que ja foram visitadas. Perde quem nao poder
mover o cavalo. Determinar qual jogador tem uma estratégia para ganhar o jogo, nao importando os
movimentos do outro jogador e mostrar como ele deve jogar para ganhar, quando:

a) m=2en>2.
b) m=3en=4.

Observacao: Cada movimento de um cavalo consiste em ir duas casas na vertical ou na horizontal
e, em seguida, uma casa na direcao perpendicular.

Problema 9. Existem 1001 degraus em uma escadaria que sobe uma colina, com pedras em alguns
desses degraus (ndo mais que uma pedra por degrau). Sisifo pode pegar qualquer pedra e leva-14
um ou mais degraus acima até o degrau vazio mais préoximo. Em seguida, seu rival Hades, rola uma
pedra (com um degrau vazio diretamente abaixo dela) um degrau para baixo. Existem 500 pedras,
originalmente localizadas nos primeiros 500 degraus. Sisifo e Hades movem as pedras em turnos,
comecgando por Sisifo. Seu objetivo é mover uma pedra para o degrau mais alto. Hades é capaz de
deté-1o?

Problema 10. (Centro-americana 2003) Dois jogadores, Alfredo e Bernardo, jogam em turnos al-
ternados o seguinte jogo. No inicio, hd uma pilha com 2003 pedras. No seu primeiro turno, Alfredo
escolhe um divisor de 2003 e remove este nimero de pedras da pilha. Em sua vez, Bernardo escolhe
um divisor do ntimero de pedras restantes e remove este ntimero de pedras da nova pilha. Dai por
diante, eles repetem esta mesma regra, alternando seus turnos. O jogador que remover a ultima pedra
perde. Mostre que um deles tem uma estratégia vencedora e a descreva.

Problema 11. (Tuymaada 2019) André, Bete, Carlos e Daniel jogam em um tabuleiro 1000 x 1000.
Eles jogam em turnos: André primeiro, depois Bete, depois Carlos, finalmente Daniel, e depois disso
André novamente e assim por diante. Em cada turno, cada jogador deve pintar casas do tabuleiro
formando um retangulo 2 x 1, 1 x 2, 1 x 3, ou 3 x 1. O jogador que nao conseguir jogar perde. Prove
que existem trés jogadores que podem cooperar de maneira que o outro sempre perca.

Problema 12. (Holanda 2010) Antonio e Benjamin disputam um jogo usando 2010 moedas. Ao longo
do jogo, as moedas sao divididas em véarias pilhas com ao menos uma moeda em cada uma. Uma
jogada consiste em escolher uma ou mais pilhas e dividir cada uma delas em duas pilhas menores (logo
pilhas de apenas uma moeda nao podem ser escolhidas). Inicialmente hd apenas uma pilha contendo
todas as 2010 moedas. Anténio e Benjamin jogam em turnos alternados comegando por Antonio.
Perde quem néo puder fazer mais jogadas. Mostre que Anténio pode vencer o jogo, independente de
como Benjamin joga.

Problema 13. (Torneio das cidades 2003) Uma barra de chocolate no formato de um triangulo
equilatero cujos lados tem comprimento igual a n consiste de pedacinhos triangulares equilateros
menores, de lados paralelos ao lados da barra e com comprimento igual a 1. Dois jogadores, Ana e
Bruno, revezam-se em turnos comendo a barra de chocolate, comecando por Ana. Na sua vez, ela ou
ele parte um pedacgo triangular da barra, come-o e passa o restante para o outro jogador. Enquanto
a barra tiver mais de um pedacinho triangular, nenhum jogador pode comé-la inteiramente.



Perde quem nao conseguir jogar ou deixar apenas um pedacinho para seu oponente. Para cada
valor de n natural, determine quem tem a estratégia vencedora.

OBS: Partir um pedago triangular da barra significa escolher uma linha respeitando a fronteira
dos pedacinhos e cortar a barra ao longo desta, removendo uma das duas partes e esta tem que ser
triangular. Por exemplo, na figura a esquerda ha apenas duas maneiras de partir a barra, ja na figura
a direita nao é mais possivel.

Problema 14. Um plano infinito estd dividido em quadrados por dois conjuntos de linhas paralelas.
Alex e Bianca disputam o seguinte jogo: Alex escolhe um quadrado e o pinta de vermelho, depois
Bianca escolhe um quadrado ainda nao pintado e o pinta de azul, depois Alex escolhe um quadrado
nao pintado e o pinta de vermelho, e assim por diante alternado os turnos. O objetivo de Alex é pintar
de vermelho quatro quadrados cujos centros formam um quadrado com lados paralelos as retas dos
dois conjuntos de retas paralelas. O objetivo de Bianca é impedir isso. Alex pode vencer?

Problema 15. (Espanha 2020) Ana e Bento se enfrentam em um jogo que dura 2020 turnos. Inicial-
mente, existem 2020 cartas em uma mesa, numeradas de 1 a 2020, e Ana possui uma carta extra com
o ntmero 0. No k-ésimo turno, o jogador que nao possui a carta k — 1 escolhe entre pegar a carta com
o numero k ou entrega-la a seu oponente. O nuimero em cada carta indica seu valor em pontos. No
fim do jogo vence quem tiver mais pontos. Determine se algum jogador tem estratégia vencedora ou
se os jogadores podem forcar um empate e descreva a estratégia.

Problema 16. (OBM 2007) Quadradinhos iguais estdo arrumados formando um tabuleiro n X n.
Ludmilson e Ednalva jogam o seguinte estranho jogo. Cada jogada de Ludmilson consiste em retirar
4 quadradinhos que formem um quadrado 2 x 2. Cada jogada de Ednalva consiste em retirar apenas
1 quadradinho. Ludmilson e Ednalva jogam alternadamente, sendo Ludmilson o primeiro a jogar.
Quando Ludmilson nao puder fazer sua jogada, entao FEdnalva fica com todas as pegas restantes do
tabuleiro. Ganha o jogo aquele que possuir mais quadradinhos no final. Diga se é possivel que Ednalva
ganhe o jogo, nao importando como Ludmilson jogue, em cada um dos seguintes casos:

a) n=10.

b) Caso geral (n qualquer).
Problema 17. Sao dadas 2000 pedras em uma mesa. Agata e Berenice jogam um jogo em turnos,
Agata sendo a primeira. A regra é:

1. A cada turno, a jogadora poder retirar 1, 2, 3, 4 ou 5 pedras da mesa.

2. Elas nao podem retirar o mesmo numero de pedras que a jogadora anterior retirou.

Quem retirar a ultima pedra vence. Quem tem a estratégia vencedora? Prove.



Problema 18. (Luséfona 2015) No centro de um quadrado hé um coelho e, em cada um dos vértices,
um lobo. Os lobos se movem ao longo das arestas do quadrado e o coelho se move livremente no
plano. Sabendo que o coelho tem velocidade igual a 10 Km/h e os lobos tem velocidade méxima de
14 Km/h, determine se existe alguma estratégia que permita ao coelho escapar do quadrado sem ser
capturado por algum dos lobos.

Problema 19. (Torneio das cidades 2007 - adaptado) A audiéncia faz uma fila com n moedas. A
sequéncia de caras e coroas é escolhida de forma arbitraria por ela. A audiéncia também escolhe um
nimero de 1 a n inclusive. Apds isso, a assistente vira uma das moedas e a magica ¢é trazida de volta
ao palco para examinar a sequéncia resultante. Por causa de um esquema combinado anteriormente
com a assistente, a magica tenta determinar qual foi o nimero escolhido pela audiéncia. Prove que se
elas tem uma estratégia que funciona para n, elas tem uma estratégia que funciona para 2n.

Problema 20. (Rissia 2007) Dois jogadores alternam turnos desenhando diagonais em um poligono
regular de 2n + 1 lados (n > 1). E proibido desenhar uma diagonal que ja foi desenhada ou que cruza
um numero impar de diagonais ja desenhadas. Quem nao puder mais fazer sua jogada perde. Quem
tem a estratégia vencedora?



Solucoes

Em todas as solugoes A indica o jogador cujo nome comeca com a letra A e B indica o jogador
cujo nome comeca com a letra B. Em um unico problema usamos C' e D de maneira analoga.

1. Para vencer, basta Bruna jogar sempre de forma simétrica a Andressa em relagao ao centro do
circulo. Por simetria, isto sempre é possivel (note que apés cada jogada de Bruna o arranjo das
moedas é simétrico em relacao ao centro). Dessa forma, enquanto A puder jogar, B também pode e
assim A nunca remove a tltima moeda.

2. A tem a estratégia vencedora. A primeira posi¢cao perdedora é 10. Forgosamente o jogador tem que
entregar 9 a seu oponente e entao este vence automaticamente. Note que 11, 12, ..., 19 sao posicoes
vencedoras, pois a partir delas é possivel entregar 10 a seu oponente. O mesmo argumento utilizado
para 10 mostra que 20 também é uma posicao perdedora. Um padrao comega a aparecer.

A estratégia de A é sempre passar para B um numero terminado em 0, por fim passando o
préprio nimero 0 e vencendo assim o jogo. Ele sempre pode fazer isso pois pode fazer inicialmente
2019 — 9 = 2010 e, dai em diante, se B recebeu n um ntmero que termina em 0, qualquer movimento
que B fizer devolve para A um nimero com tultimo digito diferente de 0; A entao subtrai este ultimo
digito do nimero que lhe foi repassado por A, realizando assim sua estratégia.

3. A vence. A estratégia é sempre manter entre ela e B um nimero impar de pessoas, em ambas
direcoes. Isto sempre é possivel pois em seu turno sempre hd um nimero impar de pessoas no circulo.
Logo o niimero de pessoas entre eles é par em apenas uma das direcoes. Se este nimero for igual a 0,
A toca B no ombro e vence. Caso contrario, A toca seu vizinho nesta direcdo no ombro, repassando
para B uma configuragao na qual entre ela e B ha um nimero impar de pessoas em ambas diregoes.
Note que B nunca vence o jogo, pois ha sempre pelo menos uma pessoa entre A e ele. Assim, como o
jogo termina, j4 que o nimero de pessoas no circulo sempre diminui de 1, em algum momento A faz
o ultimo movimento, vencendo o jogo.

4. Betina vence. Basta tracar a linha reta que liga o centro do quadro-negro ao centro do retangulo.
Esta linha divide ambas figuras em duas partes congruentes, por simetria, logo de mesma area.

5. Este é um problema que envolve a ideia de criar um banco de possiveis jogadas para o futuro. A
vence sempre que n > 4. Sua estratégia é a seguinte.

Depois que ambos realizarem sua primeira jogada, haverd dois lados adjacentes pintados, um por
A e outro por B. A entao colore um dos lados que estd a um lado de distancia desse par de lados
coloridos. Por exemplo, se A1 Ao e Aa A3 sao os lados coloridos do poligono, A colore A4As ou A,_1A,
(note que se n = 5 estes dois lados sao na verdade o mesmo lado). Observe que, devido a natureza da
regra imposta a B, ao fazer isto, A cria (ao menos) um lado “banco”, que poderd ser colorido somente
por ela no futuro (caso colora AgAs este lado é A3A,). B entdo faz sua jogada, se puder. Dai em
diante, a estratégia de A é colorir um dos lados que estd a um lado de distancia do conjunto de lados
jé coloridos. Observe que cada vez que A segue esta estratégia, ela cria mais um lado “banco”.

Por inducao, apds o turno de cada um dos jogadores, o conjunto dos lados coloridos e dos lados
“banco” é um arco conexo no poligono, ou seja, um conjunto de lados consecutivos. Se, apds a
jogada de B, a jogadora A nao puder seguir esta estratégia, entao este arco satisfaz uma das seguintes
possibilidades

e cobre todos menos um dos lados do poligono: neste caso A colore este lado ainda nao colorido
e vence.



e cobre todos menos dois lados do poligono: sejam [; e ls estes lados. Neste caso A colore um dos
lados “banco” que ela havia guardado para mais tarde. B entao forcosamente colore um dos
dois lados I ou ls, sem perda de generalidade {;. Em seu iltimo turno A, colore o lado Is.

OBS: note que o arco nao pode cobrir todo o poligono, pois neste caso B teria colorido por tltimo
um lado cujos dois vértices pertenceriam também a dois lados ja coloridos.

Se n = 3, é facil ver que A vence automaticamente. Se n = 4 é claro que B vence automaticamente.
Assim, Beto vence apenas quando n = 4.

6. A tem estratégia vencedora. Note que quem tiver que apagar o numero 1 perde automaticamente.
Sua primeira jogada é apagar 4 e 8. Dai em diante dividimos em casos:

e Se B apaga 2 e 6, os nuumeros restantes sdo 1, 3, 5, 7 e 9. A apaga entdo 3 e 9, deixando para B
os numeros 1, 5 e 7. Dai em diante eles apagam um numero por vez, B sendo forcado a apagar
o 1 no final.

e Se B apaga os numeros 3, 6 e 9. Os nimeros restantes sao 1, 2, 5 e 7, que sao apagados um por
vez, até que B forcosamente apaga o nimero 1 no final.

e Se B apagar 5 ou 7, entdo A apaga 3, 6 e 9. Restam os numeros 1, 2, 5 ou 7. Eles sdo apagados
um por vez (sao trés nimeros!), B sendo forcado a escolher 1 no final.

e Se B apagar 6 ou 9, entdo A apaga 9 ou 6 respectivamente. Apds isto, ficam no quadro 1, 2, 3,
5 e 7, sendo apagados um de cada vez. Ao fim, B é forcado a apagar o digito 1.

7. Para resolver este problema analisaremos posicoes vencedoras e perdedoras. Diremos que um
numero n é vencedor quando o jogador que receber alguma caixa com n pedras tiver uma estratégia
vencedora escolhendo esta caixa e esvaziando as demais. Diremos que n é perdedor quando o jogador
que escolher uma caixa com n pedras for¢cosamente entrega a seu oponente uma caixa com um nimero
vencedor de pedras ou simplesmente nao consegue fazer sua jogada.

Os numeros 1 e 2 sao perdedores, pois nao se pode fazer uma jogada escolhendo caixas com estes
numeros de pedras. Por outro lado, 3, 4, 5 e 6 sao vencedores, pois uma caixa que tem qualquer um
dentre estes nimeros de pedras pode ser dividida em 3 caixas com 1 ou 2 pedras. Segue que 7 e 8
sao numeros perdedores, pois qualquer divisao entre 3 caixas de uma pilha com 7 ou 8 pedras envolve
ao menos uma caixa com 3, 4, 5 ou 6 pedras. Por outro lado 9 é vencedor, por causa da divisao
1+1+7=09.

Afirmamos que n é vencedor quando n = 6k + 3, 6k + 4, 6k + 5 ou 6k + 6 e perdedor quando
n = 6k 4+ 1 ou 6k + 2 para cada k > 0 inteiro. A prova é por inducao forte. O caso base ja esta feito.
O passo indutivo é o seguinte. Se n = 6(k + 1) + 1 ou 6(k + 1) + 2 pedras estao divididas em trés
caixas nao-vazias com a, b e ¢ pedras, entao um destes valores nao deixa resto 1 ou 2 quando dividido
por 6. De fato, se todos deixassem resto 1 ou 2, entao a + b + ¢ = n seria um nimero do tipo 6k’ + d
comdentre 1 +1+1=3e2+2+2=6. Mas n = 6k’ +1 ou 6k’ + 2, contradi¢ao. Sendo assim,
pela hipdtese de inducao forte, uma das caixas tem um numero vencedor de pedras apds a divisao.
Em contrapartida,

6(k+1)+3=1+1+[6k+1)+1], 6(k+1)+4=1+2+1[6(k+1)+1],
6(k+1)+5=2+2+[6k+1)+1], 6(k+1)+6=2+2+[6(k+1)+ 2],

e portanto todos estes nimeros sao vencedores.
Como 2010 é maltiplo de 6, A vence.



8. a) Se n nao for multiplo de 4, A vence; caso contrario, B vence. Se n = 4k + 1, A coloca o
cavalo em qualquer casa da primeira coluna. Se n = 4k + 2 ou 4k + 3, A coloca o cavalo em
qualquer casa da segunda coluna. Note que dai em diante cada jogador tem apenas uma jogada
disponivel, sempre movendo o cavalo duas casas na horizontal para a direita. No primeiro caso,
ap6s um numero impar de rodadas, A deixa o cavalo na ultima coluna do tabuleiro e B perde.
O outro caso é semelhante, e apés um nimero impar de rodadas, A deixa o cavalo ou na tultima
coluna do tabuleiro ou na pentultima coluna respectivamente e B perde.

Quando n é multiplo de 4, se A colocar o cavalo na primeira coluna, assim como antes, sempre
hé apenas um movimento possivel, contudo, apés um ntmero par de rodadas, B deixa o cavalo
na pentltima coluna e A perde. Analogamente, se A colocar o cavalo na segunda coluna, o0s
movimentos sao inevitaveis e ao fim B poe o cavalo na iltima coluna. Por simetria, A também
perde ao colocar o cavalo na 1ltima ou penultima coluna.

Por outro lado, se A poe o cavalo em qualquer outro lugar, a distancia dele para a primeira
coluna e a distancia para a ultima coluna sao maiores que 2. Uma das duas tem que ser também
do tipo 4k + 2 ou 4k + 3, pois a soma. destes dois valores é do tipo 4k + 3. Suponha sem perda de
generalidade que seja para a ultima coluna. B entao move o cavalo para a direita, e dai em diante
sempre hd apenas um movimento possivel. Apds um nimero par de turnos, coloca o cavalo na
dltima ou na penultima posicao, quando a distancia é igual a 4k + 3 e 4k + 2 respectivamente,
vencendo o jogo.

b) Numerando as casas do tabuleiro de 1 a 12, obtemos o seguinte grafo que representa os possiveis

movimentos do cavalo:

/ \
N~

Podemos supor sem perda de generalidade que A poe o cavalo no ciclo da esquerda. Nesse caso
B move o cavalo dentro deste ciclo. Como ele tem 6 casas, se o cavalo nunca sai dele, B faz
o ultimo movimento e vence. Caso A leve o cavalo para o outro ciclo, B passa a movimentar
o cavalo naquele ciclo e vence movendo o cavalo dentro deste circulo. Note que A nado pode
retornar ao ciclo anterior, pois um nimero par de jogadas o separa da outra posi¢ao conectada
ao ciclo da esquerda.

.
e

o
.

9. Hades pode impedir Sisifo de completar seu objetivo. Sua estratégia é bastante simples. Sempre
que Sisifo move uma pedra existem duas possibilidades: ou ele a move para exatamente um degrau
acima ou ele a move varios degraus para cima. No primeiro caso, Hades simplesmente empurra a
pedra que Sisifo moveu um degrau para baixo novamente, fazendo com que ela retorne para a posigao
anterior. No segundo caso, obrigatoriamente, havia uma pedra ocupando o degrau imediatamente



acima daquele que continha a pedra que Sisifo escolheu. Hades move entao esta pedra para baixo,
ocupando o degrau vazio que Sisifo havia deixado.

Mostremos que esta estratégia permite a Hades vencer. Apéds cada jogada de Hades, o primeiro
degrau sempre estard ocupado, ja que qualquer degrau desocupado por Sisifo é preenchido por Hades
logo depois. Além disso, apds sua jogada, nao existem dois degraus consecutivos vazios abaixo daquele
que contém a pedra mais alta. Isto pode ser provado por inducao. No inicio, de fato, tal configuragao
nao existe.

Por outro lado, suponha que Sisifo parte de uma configuracao em que nao existe tal par de degraus.
Se ele move a pedra exatamente um degrau para cima, apds a jogada de Hades voltamos para a
configuracao anterior, para a qual nao existe tal par. Suponha entao que ele a move varios degraus
para cima. Considere a maior sequéncia de degraus consecutivos a partir do escolhido por Sisifo tal
que todos continham uma pedra. Denote a por di, dg41, ..., d;. Apds a jogada de Hades, obtemos
uma configuracao quase idéntica & anterior, a unica diferenga é que o bloco de degraus consecutivos
actma do degrau escolhido por Sisifo que continham uma pedra, dg41, ..., d;, fol movido um degrau
para cima. Isto cria um degrau vazio acima daquele escolhido por Sisifo e diminui em 1 o espaco vazio
acima desta sequéncia. Em todo caso, o par de degraus consecutivos vazios nao é criado, o que conclui
a inducgao.

Consequentemente, apds cada jogada de Hades, a pedra mais alta estd no méximo no degrau
namero 999. Logo, em sua vez, Sisifo pode levar uma pedra no maximo para a posicao 1000, mas
nunca para o topo da escada.

10. B tem a estratégia vencedora. Note que todo divisor de um nudmero impar é também impar.
Logo, todo jogador que receber uma quantidade impar de pedras repassa uma quantidade par para
seu oponente. Assim, apds a primeira jogada de A, B recebe uma pilha com um nimero par de pedras.
A estratégia de B é sempre remover exatamente uma pedra da pilha. Por indugédo , B sempre repassa
para A uma pilha com um nimero impar de pedras e logo apds recebe de volta de A uma pilha com
um nimero par de pedras. Dessa maneira, ou B pode jogar ou recebe uma pilha sem pedras, o que
significa que ele venceu.

11. A, B e D podem cooperar para derrotar C. A estratégia é a seguinte. Na primeira jogada de
A e B, eles pintam retangulos 2 x 1 de forma a pintar os quatro quadradinhos centrais do quadrado.
Apés cada jogada de C, os jogadores D, A e B pintam o retdngulo obtido rodando aquele escolhido
por C a partir do centro em 90°, 180° e 270° respectivamente. Por simetria, sempre que C puder jogar
os outros 3 também podem. Assim, apds varias jogadas, ele serd o primeiro a ndo conseguir jogar,
perdendo o jogo.

12. A vence o jogo. Sua estratégia é sempre entregar para B vérias pilhas, cada uma delas com um
nimero impar de moedas. Como 2010 = 1 + 2019, seu primeiro movimento esta garantido. Em geral,
toda pilha com um numero par de moedas n pode ser dividida em duas com um nimero impar de
moedas, por exemplo 1 e n — 1.

Suponha agora que B recebeu de A varias pilhas, todas elas com um ndmero impar de moedas.
Se B ainda puder fazer uma jogada, ele tem que pegar ao menos uma das pilhas, que tem um nimero
impar maior que 1 de moedas, e dividi-la em duas. Ao fazer isto cria ao menos uma pilha com um
nimero par, e maior que 1, de moedas. Na vez de A novamente, ele pega todas pilhas com uma
quantidade par de moedas que recebeu de B (note que hd ao menos uma) e separa cada uma delas
em duas que tem uma quantidade fmpar de moedas, executando assim sua estratégia.

Portanto, enquanto B puder jogar A também podera jogar. Note que o jogo termina apoés no
méaximo 2009 jogadas, pois o nimero de pilhas aumenta em 1 apds cada jogada. Logo A vence.



13. Se n é primo, Bruno tem uma estratégia vencedora; caso contrario, Ana tem.

Seja m um numero primo. Em sua primeira jogada, A remove um tridangulo de lado k, deixando
a B um trapézio de lados (k,n — k,n — k, n). Sejam a = max(k,n—k) e b = min(k,n — k),
Note mdec(a,b) = mde(n,n — k) = 1. B entao come um tridngulo de lado n — k, deixando a A um
paralelogramo de lados a e b. Sempre que A receber um paralelogramos com lados ¢ e d satisfazendo
mdc(c,d) =1 e d < ¢, analisemos as possiveis jogadas.

1. Se A come um triangulo de lado menor que d, B repete sua jogada de forma simétrica (em
relacao ao centro do paralelogramo) na outra ponta, e vence o jogo, pois A fica sem jogadas.

2. Se A come um triangulo com lado d e ¢ # d, B recebe um trapézio de lados (c—d, d, ¢, d), tal que
mdc(c — d,d) = mdc(e,d) = 1. B entao repete sua estratégia anterior, come um tridngulo de
lado d e devolve para A o paralelogramo de lados ¢ — d e d, colocando-a de volta na mesma
situagao.

3. Se A come um tridngulo com lado d e ¢ = d, entdo ¢ = d = 1 e B recebeu um pedacinho
triangular de tamanho 1. Isto significa que A perdeu o jogo.

Depois de um certo niimero de jogadas, o caso 2 acima nao acontece e portanto B vence.
Em contrapartida, seja n um nimero composto e p algum divisor primo de n, de maneira que
n = kp. A inicia comendo um tridngulo de tamanho p.

1. Se B comer um tridngulo com lado diferente de n — p, A quebra um pedaco de tamanho 1 no
terceiro vértice e vence, pois B fica sem jogadas possiveis.

2. Se B comer um triangulo de lado n—p, A recebe de volta um paralelogramo de lados p e (k—1)p.
Sendo assim, A come novamente um triangulo de lado p, devolvendo a B um trapézio de lados
(p, (k—2)p,p, (k. —1)p). Se B comer um triangulo de lado diferente de p, A come um triangulo
de tamanho 1 e deixa B sem jogadas possiveis. Dessa maneira, A e B alternam seus turnos,
A sempre recebendo de B um paralelogramo de lados p e Ip, e repassando a B um trapézio de
lados (p,lp,p, (I — 1)p), até que ao fim repassa a B um triangulo de lados p. Mas neste caso, de
acordo com o provado anteriormente, quem faz a segunda jogada vence, ou seja, A vence.

14. A vence. Para construirmos sua estratégia, analisemos como tem que ser o final do jogo. No
turno anterior a vitéria de A, B pintou um quadradinho. Como B joga de forma inteligente, se ela
nao conseguiu evitar a vitdria de A, entdo, na sua ultima vez, haviam dois quadradinhos que poderiam
ser pintados de vermelho para que A vencesse. Este tipo de situag@o acontece quando os quadradinhos
formam um T, como indicado na figura abaixo.

O O

Note que se B recebe esta posicao e nao tiver coberto previamente nenhum dos quadradinhos
marcados com um circulo, perde no préximo turno, pois pode cobrir no méximo um deles. Vamos
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mostrar como A pode criar este tipo de situagdo. Sejam A; os quadradinhos marcados por A e B;
aqueles marcados por B em cada um dos seus turnos i =1, 2, .. ..

Inicialmente A marca qualquer quadrado Ay e B marca outro By. Depois disso, A escolhe outro
quadrado As na mesma linha que A; e a sua direita de maneira que o marcado por B esteja ao menos
1000 vezes (exagero) mais préoximo de Aj, tanto na diregao horizontal, quando na vertical, e que entre
Aq e Ay exista um numero impar de quadradinhos. Temos agora que analisar algumas opgoes.

1. B pinta seu segundo quadradinho Bs na mesma coluna que um dos quadrados A; ou As, de
maneira que a distancia entre By e o quadradinho A; na mesma coluna seja igual a distancia
entre A e As: A faz sua terceira jogada escolhendo As como sendo o quadrado médio entre A
e As. Note que a partir dai, independente da escolha Bs3, em seu quarto turno A pode marcar
um dos dois quadradinhos na mesma coluna de Ag, cuja distancia a Az é igual distancia de As
a Ao, de forma a completar a figura T acima ou sua reflexdo em relacao ao eixo horizontal.

2. Caso contrario e

a. Bs estd na mesma coluna que A; ou a sua direita: A marca A3 na mesma linha que Aq, a
sua esquerda, de maneira que a distancia entre As e Ay seja a mesma que aquela entre Ay
e As. Assim como no caso anterior, independente da escolha Bs, em seu quarto turno A
pode marcar um dos dois quadradinhos na mesma coluna de Aq, cuja distancia a A; é igual
distancia de Az a Aj, de forma a completar a figura T acima ou sua reflexao em relagao ao
eixo horizontal.

b. By esta a esquerda Aj: A marca As na mesma linha que As, & sua direita, de maneira que
a distancia entre Az e As seja a mesma que aquela entre A; e As. Dai em diante a anélise
é andloga ao caso anterior.

15. Eles podem forgar um empate. Note que a escolha de cada jogador nada mais é que o momento
em que decide “passar a vez”, ou seja, o poder de escolha, para o outro jogador. Seja a(k) e b(k) o
nimero de pontos de A e B respectivamente apds k-ésimo turno. Afirmamos que se no k-ésimo turno
A néo possuir a carta k — 1, entdo qualquer sequéncia de jogadas que ela fizer antes de passar a vez
para B aumenta a diferenca a(k) — b(k) em no maximo 1. Com efeito, se ela passar a vez ao pegar a
carta k + [, isto significa que ela deu as cartas k, K+ 1, ..., k+ 1 — 1 para B. A diferenca

la(k +1) — b(k + 1)] = [a(k) — b(k)] = k+1—[k+ (k+ 1)+ + (k+1—1)] = (1—1_21>l—(l—1)k:

é positiva se, e somente se, [ = 1. Além disto, neste caso ela é exatamente 1. Consequentemente, por
simetria, a melhor estratégia para ambos jogadores é passar o nimero k a seu rival e pegar k + 1 para
si. Contudo, isto implica que cada um joga um numero par de vezes, pois 2020 é multiplo de 4, e ao
fim do jogo as pontuagdes deles serao iguais (1020605).

16. a) Ednalva nao pode impedir Ludmilson de vencer. Divida o tabuleiro em 25 quadrados 2 x 2.
Na sua vez, ele sempre remove um destes quadrados do tabuleiro. Mesmo que Ednalva escolha
em cada turno remover um quadradinho 1 x 1 de um quadrado 2 x 2 ainda intocado, apds 12
jogadas de cada um deles, ainda restard um quadrado 2 x 2 para Ludmilson remover. Dessa
maneira, ele sempre remove ao menos 4 x 13 = 52 quadradinhos e vence.

b) Se n é par, assim como na parte anterior, Ednalva ndo vencerd. Sendo n = 2k, dividimos o
tabuleiro em k? quadrados 2 x 2. A estratégia é sempre remover um deles a cada vez. Assim

. 2 .
como na parte anterior, ao fim ele remove ao menos 4[%} quadradinhos 1 x 1 e Ednalva no

maximo 4 L%J
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Se n = 2k + 1 é impar, Ednalva tem a estratégia vencedora. Considere as colunas e as linhas
enumeradas de 1 a n e pinte os quadradinhos 1 x 1 correspondentes as intersecoes de uma
coluna par com uma linha par, num total de k% quadradinhos. Note que todo quadrado 2 x 2
contém exatamente um quadradinho pintado. A estratégia de Ednalva é sempre remover um
quadradinho pintado. Isto garante que Ludmilson remove no maximo []“2—21 quadrados 2 x 2. Em

contrapartida, ela remove todos os outros. Como 8[%} < (2k +1)%, Ednalva é a vencedora.

17. Apesar do conjunto de jogadas permitidas a uma jogadora apds receber uma pilha com n pedras
depender da jogada anterior de sua oponente, resolveremos este problema através da ideia de andlise
de posigoes perdedoras. Note que isto causa certa complicacdo, pois, se A recebe uma pilha com 8
pedras e repassa 3 a B, esta vence removendo todas as pedras. Por outro lado, se A recebe uma pilha
com 6 pedras e repassa 3 a B, esta é forcada a remover 1 ou 2 pedras da pilha, perdendo logo em
seguida. Nao podemos entao dizer que 3 é posicao vencedora, nem perdedora, pois tudo depende de
qual jogada foi realizada previamente pela oponente.

Chamaremos entdo um nimero n de posicao perdedora quando, independentemente da jogada
anterior da sua Tival, a jogadora que receber n pedras nao for capaz de impedir a vitéria de sua
oponente. Uma posigao perdedora pequena é 7. De fato, se a jogadora X receber 7 pedras, tem (no
maximo) as seguintes opgoes:

e remover a pedras, a = 2, 3, 4, 5: como resposta, sua oponente Y remove as outras 7 — a pedras,
ja que 7T—a # a.

e remover 1 pedra: Sua oponente Y recebe 6 pedras e remove 3 delas. Como X nao pode remover
as 3, por causa da regra do jogo, é forcada a remover a pedras, a = 1, 2; e entdao Y vence
removendo as outras 3 — a # a pedras.

Observe que talvez apenas a primeira opgao esteja disponivel, caso no turno anterior existissem 8
pedras na pilha. Mas isto nao faz diferenga, para nés basta mostrar que X perde em todos os casos
possiveis. Analogamente, 13 é outra posigao perdedora. Com efeito, se X recebe 13 pedras, tem (no
maximo) as seguintes opgoes:

e remover a pedras, a = 1, 2, 4, 5: como resposta, sua oponente Y remove as outras 6 — a pedras,
repassando para X um total de 7 pedras, situacao que ja sabemos ser perdedora.

e remover 3 pedras: Sua oponente Y recebe 10 pedras e remove 5 delas. Como X nao pode remover
as 5 que sobram, por causa da regra do jogo, é forgada a remover a pedras, a = 1, 2, 3, 4; e
entao Y vence removendo as outras 5 — a # a pedras.

Este padrao se repete, e iremos provar por inducao que, para todo m € N, os numeros 13m e
13m + 7 e s@o posicoes perdedoras. O caso m = 0 ja esta feito (0 é posigdo perdedora por causa da
condigao de vitéria). O passo indutivo é, basicamente, 0 mesmo argumento acima.

Com efeito, se X recebe 13m + 13 pedras tem as seguintes opgoes:

e remover a pedras, a = 1, 2, 4, 5: como resposta, sua oponente Y remove 6 —a pedras, repassando
para X um total de 13m + 7 pedras, situagao perdedora pela hipétese de inducao.

e remover 3 pedras: Sua oponente Y recebe 13m + 10 pedras e remove 5 delas. Como X nao
pode remover 5, por causa da regra do jogo, é forcada a remover a pedras, a = 1, 2, 3, 4. Em
seguida Y remove 5 — a # a pedras e devolve a X um total de 13m pedras, posi¢cdo perdedora
pela hipétese de inducgao.

Ademais, se X recebe 13m + 20 pedras, tem as seguintes opgoes:
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e remover a pedras, a = 2, 3, 4, 5: como resposta, sua oponente Y remove 7 — a pedras, ji que
7—a # a, devolvendo a X um total de 13m—+13 pedras, posicao perdedora pela hipétese indutiva.

e remover 1 pedra: Sua oponente Y recebe 13m + 19 pedras e remove 3 delas. Como X nao pode
remover 3, por causa da regra do jogo, é forcada a remover a pedras, a = 1, 2, 4, 5. Se escolheu
a =1ou 2, Y remove 3 —a # a pedras e repassa a X um total de 13m + 13 pedras, posicao
perdedora pelo provado acima. Caso tenha escolhido a = 4 ou 5, Y remove 9 — a # a pedras,
repassando a X um total de 13m + 7 pedras, posicao perdedora pela hipdtese.

Consequentemente, 1996 é uma posicao perdedora, e A vence removendo 4 pedras em sua primeira
jogada.

18. Este é um exemplo de jogo de fuga e nestes tipos de problemas a solugéo passa por consideragoes
geométricas. A condicdo do enunciado pode ser trocada pela condicdo vViope < Veoelho * V2 e o fato de
ser estritamente menor é importante. Tendo isto em mente, seja & = Vjobo/Veoelho < V2. Quando o
coelho percorre x, os lobos percorrem no maximo a - x.

No fim o coelho escapa usando a seguinte estratégia. Seja L o comprimento do quadrado ABC D

em questao. Note que
L 2
po Ly av2
2 2

é positivo, porque a < v/2 . Inicialmente, o coelho corre em linha reta na direcdo de um dos vértices
do quadrado, sem perda de generalidade A. Quando atingir um ponto P cuja distancia aos lados
adjacentes AB e AD for igual a ¢, um valor qualquer menor que b, ele observa a posicao do lobo [y,
que estava no vértice A no principio. Sejam @) e R as intersecoes da perpendicular a AP por P com
os lados AB e AD do quadrado respectivamente. Afirmamos que, se [; nao estiver no interior do lado
AB, o coelho corre para o ponto () e foge; se [; nao estiver no interior do lado AD, o coelho corre
para o ponto R e foge.

D C

Figura mostrando a localizacao dos pontos P, @) e R.

Com efeito, no primeiro caso, indo de P até alcancar o ponto ), o coelho percorre uma distancia
igual a c¢y/2. Como a distancia de A a @ é igual a 2¢ > acv/2, I; ndo alcanca o coelho (note que ele
tem que estar no lado AD). Mais ainda, até alcancar o ponto @, o coelho percorre desde o principio
uma distancia igual a L1/2/2. Isto significa que os outros lobos andaram no maximo a- Lv/2/2. Como

3 3
2c+a-L\2[<2b+a-L\2[_L,

nenhum dos outros lobos consegue chegar até o ponto @ a tempo de capturar o coelho (pois suas
distancias originais a A eram de ao menos L e AQ tem comprimento 2¢). A andlise do outro caso é
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totalmente andloga. Como 1 ndo pode estar ao mesmo tempo no interior de AB e no interior de AD,
o coelho foge.

19. Neste problema, nao estamos diante de uma ideia de um jogo em turnos, nem de um jogo entre
rivais, mas sim de um jogo cooperativo. O que ele nos pede é mostrar que se o nimero n é uma
posicao vencedora para os jogadores, o nimero 2n também é. Nosso objetivo entao é mostrar que a
partir de uma estratégia vencedora para n, podemos construir uma estratégia vencedora para 2n.

Primeiramente, vamos entender de maneira abstrata o que significa uma estratégia vencedora para
n. O papel da mégica é, a partir de uma sequéncia de n caras e coroas, determinar o niimero escolhido
pela audiéncia. Isto significa que ela e sua assistente tem (em suas cabegas) uma maneira de associar
cada sequéncia a eratamente um numero de 1 a n. Em outras palavras, uma funcao f, : X,, —
{1,2,...,n}, onde X,, é o conjunto de todas sequéncias de n caras ou coroas (equivalentemente
X, = {0, 1}"). Em contrapartida, dado qualquer j de 1 a n, a assistente tem que ser capaz de, a
partir de qualquer sequéncia s de caras e coroas, trocar o lado de uma das moedas assim obtendo uma
sequéncia s tal que f,,(s’) = j. Se estas condicoes forem satisfeitas, elas conseguem fazer seu truque
(vencem o jogo).

Considere entao a situacao com 2n moedas. Note que uma fila r de 2n moedas pode ser separada
em 2 filas com n moedas, r; das n primeiras moedas e ro das ultimas. Sendo assim, quando a magica
voltar ao palco e olhar para a fila, pode usar a associacdo em sua cabeca, a fungdo f,, e obter dois
nimeros fp(r1) € fn(r2) entre 1 e n. Ela poderia até tentar criar uma associagdo entre pares de
nimeros (a,b) satisfazendo 1 < a, b < n e numeros de 1 a 2n diretamente, mas ao fazer isto estaria
desperdicando muita informacao que esté disponivel a elal.

De fato, seja I(s) o nimero de coroas aparecendo na sequéncia s € X,,. Atente ao fato que o ato
de alterar a face de uma moeda de uma sequéncia s € X, troca a paridade de I(s). Podemos usar
a paridade de I(r1) para determinar se o nimero estd entre 1 e n ou entre n+ 1 e 2n. Além disso,
para cada par (a,b) satisfazendo 1 < a, b < n, seja g(a,b) o nimero entre 1 e n tal que a + b = g(a,b)
mod n. Dessa forma, a méagica constréi a fungao

g(r1,m2), se I(r1) é par,
g(ri,r2) +mn, se I(ry) é impar.

fon(r) = fan(ri,m2) =

Mostremos que a assistente pode fazer sua jogada de maneira que o truque funcione. Seja r = (r1,r2)
a sequéncia arbitraria sorteada pela audiéncia e 7 o nimero escolhido. Devido a definicao da fungao
f2nv se

e jestd entre 1 e n e I(ry) é par, a assistente fard sua alteracdo em alguma moeda de 79,

e jestd entre 1 e n e I(ry) é impar, a assistente fard sua alteragdo em alguma moeda de rq,

e jestd entre n+ 1 e 2n e I(r]) é par, a assistente fard sua alteragdo em alguma moeda de ry,

e jestd entre n+ 1 e 2n e I(r;) é impar, a assistente fard sua alteracao em alguma moeda de 79,

e assim passa para a magica a informacao sobre qual caso ela deve considerar em sua funcao. Sea e b
sS40 0s numeros que a assistente vé ao usar a funcao f,, a correspondendo & fila que ela ird fazer sua
alteragdo, ela altera esta fila de modo a obter uma sequéncia s’ € X, tal que f,(s') = ¢ é o nimero de
1 antal que c+b=j5 mod n. Esta alteragao é sempre possivel, por hipdtese, e implica que a mégica
recebe a informagao g(c, b) correta, concluindo a prova.

!Na verdade, tal tentativa se provaria insuficiente. Tal associacdo teria que ser capaz de, a partir de qualquer par
(a,b), gerar, através de mudanga em uma das coordenadas, todos os nimeros de 1 a 2n, por causa da jogada da assistente.
Entretanto, a partir do par (1, 1), por exemplo, geramos no maximo 2n — 1 pares distintos.

14



20. Este é um problema interessante porque, como veremos adiante, nao precisamos inventar uma
estratégia para o vencedor. As jogadas escolhidas pelo vencedor nao farao diferenga e, em certo sentido,
o resultado final é inevitavel. Antes de mais nada, a resposta é: se n é par, o primeiro jogador, que
chamaremos de A, vence; se n é impar, o segundo jogador, que chamaremos de B, vence.

Comegamos a nossa demonstragdo com a seguinte crucial afirmacgao:

Afirmagao: Toda diagonal do poligono € cruzada por um nimero par de diagonais.

Prova: Com efeito, os vértices nao pertencentes a esta diagonal sao separados por ela em dois
grupos, um com a vértices e o outro com b vértices. Segue entao que ab diagonais cruzam esta
diagonal. Como a + b = 2n — 1, um destes nimero é par, logo o produto ab é par.

Provada a afirmagao, seja S(k) o conjunto de diagonais desenhadas ao final do k-ésimo turno e
T(k) o conjunto das diagonais que ainda nao foram desenhadas ao fim do mesmo turno. Note que
S(k)UT' (k) é o conjunto de todas as diagonais do poligono, portanto tem (2n+1)(n—1) elementos. Seja
também I (k) o nimero de cruzamentos entre diagonais desenhadas e diagonais ainda nao desenhadas
ao fim do k-ésimo turno, em outras palavras, o numero de pares (s,t); s € S(k), T' € T(k), tais que s
cruza t. Afirmamos agora que, ao longo do jogo, I(k) é sempre par.

De fato, I(0) = 0 e I(1) é par pela afirmacdo demonstrada acima. Provemos entao por indugao.
Para cada t € T'(k), seja fr(t) o nimero de pares (s,t), s € S(k), tais que s cruza t. Note que

k) =3 Al

teT (k)

Se I(n) é par e um jogador consegue fazer sua jogada no n + 1-ésimo turno desenhando uma diagonal
r, calculemos I(n + 1). Como desenhar r é uma jogada vélida, f,(r) é par. Juntando este fato com
a afirmacao acima, concluimos que r cruza um numero par de elementos de T'(n), que denotaremos
por 2m. Em contrapartida, S(n +1) = S(n)U{r} e T(n+1) =T(n)\ {r}. O valor de fr4+1(t) para
cada t € T(n+1) é igual a f,(t) para todos os t’s que nao cruzam r e aumenta em 1 para todos os
2m outros t’s. Consequentemente,

I(n+1)=1(n) — fu(r) +2m

também é par, e a inducao esta completa.

Em vista disso, todo jogador que, no turno k+ 1, receber um conjunto 7'(k) com um ndimero impar
de elementos podera fazer sua jogada. De fato, ao menos um dos valores fi(t), t € T'(k), tem que ser
par, pois a soma de todos eles é I(k), que é par. Dessa forma, a diagonal correspondente a tal valor
cruza um numero par de diagonais j4 desenhadas e pode ser escolhida pelo jogador em questao.

Note porém que o nimero de elementos de T'(k) é igual a (2n — 1)(n — 1) — k, e é impar quando
n é par e k é par - ou seja, na vez de A; ou quando n é impar e k é fmpar - ou seja, na vez de B.
Portanto, se n é par, B fica sem jogadas antes de A; e se n é impar, A fica sem jogadas antes de B, o
que conclui a prova.

Material elaborado por Hugo Fonseca Aratjo
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