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POLOS OLIMPICOS DE
TREINAMENTO INTENSIVO

d

Problemas Resolvidos

Nivel 2

Desigualdades 11

Material elaborado por Valentino Amadeus Sichinel



Problemas

1 Cauchy-Schwarz

Problema 1. Sejam a, b e ¢ reais positivos.
Prove que a? + b 4+ ¢2 > ab + be + ca.

Problema 2. Sejam ag,...,a, reais positivos.
Prove que

1 1 )
(a1 + -+ an)( —+ -+ — ) =0
al (07%%

Problema 3. Dados os reais positivos a,b, c,
mostre que

\/3a2+ab+ \/3b2+bc+ \/362+ca§
2(a+b+c).

Problema 4. Sejam a, b, ¢ e d reais positivos.
Prove que
1 1 4 16 64

S
a+b+c+d_a+b+c+d

Problema 5. Sejam a, b e ¢ reais positivos.
Prove que

a . b . c <
2a+b 2b+c¢ 2c+a

Problema 6. Sejam aqy,...,a, e by,..., by, reais
positivos. Prove que

V(e +b1)2 4+ (an + by)? <
\/a%+---+a%+\/b%+---+b%.

Problema 7 (Ird). Sejam a, b e ¢ reais maiores
do que 1 tais que % + % + % = 2. Prove que

Va+b+e>vVa—1+vVb—1++Ve—1.

2 Problemas legais
Problema 8. Sejam a e b reais positivos. Mos-
tre que

3 3 4
—+ > .
2a+b 2b+a ~ a+b

Problema 9. Sejam a, b e ¢ reais positivos tais
que a + b+ c=1. Prove que

(DD 2o

Problema 10. Encontre todos os pares (x,y)
de ntimeros reais que satisfazem

24yt 2= (x—1)(y—1).

Problema 11. Sejam a, b e ¢ reais positivos.
Prove que

a n b n c
2a +b+c¢c a+2b+c¢c at+b+2c

3
< -.
!

Problema 12 (IMO). Sejam n > 3
e ao,as,...,qa, Treais positivos tais que
asas - - -a, = 1. Prove que

(1+ a2)2(1 + a3)3 (T4 ap)” >n"

Problema 13. Sejam a, b e ¢ reais positivos
tais que a + b+ ¢ = 3. Mostre que

ad+ b+ >a?+ b2+ A

Problema 14. Sejam n > 3 um in-
teiro e aj,as,...,a, reais positivos tais que
ayaz - -an, = 1. Prove que

1 1
14+ a1+ arao 1+ as + aqas
1
1+ an + ana;

>1

1+ Gn—1+ an—16n



Solucoes

1. A desigualdade é equivalente a
2(a® 4 b* 4 ¢*) > 2(ab + be + ca),
que por sua vez é equivalente a
3(a® + 0%+ %) > (a+b+c)
Essa comparagao entre a soma dos quadrados e o quadrado da soma é exatamente a desigualdade

de Cauchy-Schwarz aplicada as sequéncias (a, b, c) e (1,1,1).

2. Como os nimeros sao todos positivos, podemos trabalhar com as raizes deles. Aplicando a desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz as sequéncias /ay, ..., /a, € \/%’ cees \/%7, obtemos
(a1 + -+ an) Loy ) (f + o+ an ! )2 2
a P a - P PR ai - “ e A, + —— =n".
1 n a1 an) = 1 L n an

3. Aplicando Cauchy-Schwarz as sequéncias (v/a, Vb, 1/c) e (v/3a + b, v/3b+ ¢, /3¢ + a), vemos que

V3a2+ab+ V32 +bc+ V32 +ca < \/(a+b+c)Ba+tb+3b+c+3c+a)=

Vidla+b+c)? =

2(a+b+c).
4. Aplicando o Lema de Titu, vemos que
1 1 4 16 12 12 22 4 1+14+2+4)2 64
7+7+7+f:f+f+f+f2( ): ,
a b ¢ c a b c d a+b+c+d a+b+c+d

tal como queriamos.

5. Observe que

a 1 1 b i a 1 1 b
_—— = e é 0 mesmo que = - ——.
2a+b 2 2 2a+p M T =272 2a+0
Da mesma forma,
b 1 1 c c 1 1 a
= — — — e = - — — .
20+c¢c 2 2 2b+c¢’ 2c+a 2 2 2c+a
Assim,
a n b n c _3 1( b n c n a >
2a0+b 2b+c 2c4+a 2 2\2a+b 2b+c 2c+a/’

Logo, para mostrarmos que

a n b n c <1
20+b 26+c¢c 2c+a "’

3



é suficiente que mostremos que

1—l(b+c+a)<o
2 2\2a+b 2b4+c 2c+4a’/ ~

ou seja, que

b N c n a_ oy

2a+b 2b+c¢ 2c+a

Finalmente, uma desigualdade que se parece com Titu! Bom, quase, na verdade, mas podemos
resolver a falta de quadrados facilmente:

b n c n a B b2 n 2 n a? S
2a+b 2b+c¢ 2c+a  2ab+b2  2bc+c2 2ca+a? T
(a+b+c)? B
2(ab + bc + ca) + (a2 + b2 +¢c2)

(a+b+c)2_

(a+b+c)2

6. Como estamos lidando com niimeros reais positivos, podemos elevar ambos os lados da desigualdade
ao quadrado. Vemos, com isso, que ela é equivalente a

a%+2a1b1+b%+---+ai+2anbn+bflga%+---+ai+b%+---+bi+2\/a§+---+a7%\/b%+---+b%.

Cancelando os termos repetidos, ficamos com

2a1b1+-~-+2anbn32\/a%+--~+a%\/b%+~-+b,%,

que é equivalente a

a1b1+---+anbn§\/a%+---+a%\/b%+---+b%.

Esta dltima desigualdade se verifica porque é Cauchy-Schwarz aplicada as sequéncias ai,...,a, €
b1,...,b,. Portanto, a desigualdade do enunciado da questao também se verifica.

7. E uma tnica aplicagao de Cauchy-Schwarz, mas encontrar a aplicagao perfeita nao é tao simples
assim. Utilizaremos as sequéncias (v/a, Vb, /c) e (\/ 1-1 \/ 1-—3, \/ 1—1). Aplicando Cauchy-
Schwarz, ficamos com

1

1
\/a+b+c-\/1—+1—b
a

1
+1-—=->Va—-14+vVb—1++Vc—1.
C

1 1 1 _
Comoa+5+g—2,

1 1 1
\/a—i—b—i—c-\/l——i-l—b—i—l—:\/a+b+c,
a c

e o problema esta resolvido.



8. Para comegar, multipliquemos tudo por a + b. Como a + b é positivo, podemos fazer isso. Temos

3 3 4 3(a+b) 3(a+Db)
> > 4.
% 1D ra—atb — 2a+b  2ta -

a + b é positivo. Entao, em particular, ndo é nulo. Assim, podemos dividir coisas por a + b. Isso
quer dizer que podemos reescrever a desigualdade acima da seguinte forma:

3 3
a b b a = 4.
2a+b + a+b 2a—i—b + a+b
. P a b . o
Considere agora os nimeros 13 € 75 Chamemo-los de z e y, respectivamente. Temos z +y =

__atb

a b _
15 T o135 = oip = 1 e queremos provar que

3 . 3
24y 2y+x

Observe que esta é exatamente a desigualdade do enunciado escrita com = e y no lugar de a e b -
quando botamos x e ¥, % vira 4, j4 que x +y = 1.

Como z + y = 1, nossa desigualdade é equivalente a

3 3 9 9
+ — >4 = + —— > 12,
r+1 y+1 r+1 y+1

que é equivalente a

9 9
— _>16—4 . 1
P R (@+y) (1)
Mas 9
I >8—dr = 42’ —4r+1>0 <= (2z-1)2>0
X

9
ﬁ28—4y = 4 Ay +1>0 = (y—1)2>0.
Yy

Logo, (1), que é a soma das duas desigualdades acima, é valida.

9. Queremos mostrar que

(1+ 2) (1+%) (1+%) >64 < (a+1)(b+1)(c+1) > 64abe.

Como a+ b+ c =1, isso é o mesmo que
(2a+b+c)(a+2b+c)(a+ b+ 2c) > 64abe. (2)
Pela desigualdade das médias,
2a+b+c=a+a+b+ec>4Valbe, a+2b+c=a-+b+b+c>4Vabie,

e a+b+2c=a-+b+c+c>4avVabe?.

Multiplicando as trés desigualdades, ficamos com (2).



10. Temos

m2+y2+2:(:ﬂ—1)(y—1) — 2yt +1+z4+y=0

DN S SR N G
g Ty Ty Ty Ty YT, T
1 1 1

<:>§(x—y)2+§(x—1)2+2(y—1)2:0

= -y +@-1)°+@w-1)2=0.

Ora, sabemos que todo quadrado de um numero real é maior que ou igual a zero, e sé é igual a zero
se o préprio numero ¢é igual a zero. Dessa forma, a igualdade acima ocorre se, e somente se, x = v,
r=1ley=1,istoé, z =y =1.

Portanto, o tinico par de niimeros reais (x,y) que satisfazem 22 +y> +2 = (z — 1)(y — 1) é (1,1).

11. Observe que

a _1 a+b+ec b a+b+c c a+b+c

2+btc = 2a+btc a+2b+c: Ca+2+c’ ¢ a+b+202 a+b+2¢

Assim, para mostrar que

a b c
2a+b+c+a+2b+c+a+b+20

3
<77
4

devemos mostrar que

3_(a+b+c at+b+ec a—i—b—i—C)S%

2a +b+c¢c a+2b+c a+b+2c
ou que

9< a+b+ec at+b+c a+b+ec
4~ 2a+b+c a+2b+c a+b+2c

Veja agora que

a+b+c a+b+c a—l—b—i—c_ 1 1 1

= + + )
20+b+c a+2b+c atb+2e  SEo+1l 0 b1 fo+1

Dessa forma, podemos reescrever a desigualdade que queremos provar em funcdo das variaveis

T = ez = queremos mostrar que

a _ b c .
a+b+c? y= a+b+c at+b+c®
1 1 1

<

9
4 1+x+1+y+1+z

Essas novas variaveis tém uma vantagem sobre as antigas: temos

a b c at+b+c
r+y+z= + + = =1
at+b+ec a+b+c a+b+c at+bite

Isso vai nos ajudar a resolver o problema: pelo Lema de Titu,
1 1 1 12 12 12 1+1+1)2
+ + = + + > (+1+1) =
I+ 1+y 1+4+2z 142 1+4+y 142 I+z)+(1+y)+(1+2)
9 9

3+x+y+z 4



12. Faremos uma aplicacao da desigualdade das médias a cada um dos paréntesis. Temos

14ag>2ay < (1+a)® >4 ay,

1 1 33
1+a3:f—i—*—|—a323€/% = (L+a)*> T ay,

2 2
1 1 1 ,Jaa g4t
1+a4:§+§+§+a424 §<:>(1+a4) 23—3~a4

l+ap=——+ -+

1 1 4 > [07%% (1+ )n> nm
p >N} = a ——— - .
n—1 n—1 "7 (n—1)n—t e R D

Multiplicando as (n — 1) desigualdades, obtemos

(14 a2)*(1+a3)® - (1 +a,)" >n"-agaz---a, = n"

Finalmente, precisamos mostrar que a desigualdade é estrita. Para tanto, observemos que, para
que tenhamos uma igualdade, precisamos ter igualdade em cada umas das (n — 1) desigualdades das
médias que consideramos acima. Como a igualdade na desigualdade das médias sé ocorre quando os
elementos sao todos iguais, precisariamos ter, entao,

a2:17 a =5 ,04=75 ..., Qapn =

Se fosse esse o caso, no entanto, o produto asas - - - a, seria igual a ﬁ, e nao a 1. Logo, nao ha
como termos igualdade em todas as desigualdades das médias e, portanto, a desigualdade que obtemos
quando multiplicamos elas é, de fato, estrita.

13. Queremos mostrar que
(@®=a®)+ (B =)+ (=) >0.

Afirmo que 23 — 22 > z — 1 para todo ntmero real positivo z. De fato, essa desigualdade é
equivalente a

Pr-1)>r-1 < z-1)@?-1)>0 < (z—-1)*(z+1)>0.

Sendo o quadrado de um nimero real, (x — 1)? é maior que ou igual a zero. Sendo z positivo,
(x 4+ 1) também é maior que ou igual a zero. Logo, a desigualdade é vélida. Aplicando-a a a, be ce
somando, obtemos

(@ —a®)+ (B =)+ (P —*)>(a-1)+(b-1)+(c—1)=a+b+c—3=0.

Exatamente o que queriamos.

14. Como ajas - - - a, = 1, existem reais positivos x1, To, ..., T, tais que
T2 3 Tn T
ar = —, a2 = —, ..., Gp—1 = y € ap = —.
X1 ) Tn—1 Tn

De fato, podemos considerar, por exemplo,

r1=1, w2 =a1, ®3=aa1, .., Tp=0a1a2 - Ap_1.



Assim, podemos reescrever a expressao do lado esquerdo da desigualdade como

1 1 1 1
1+a1+a1a2+1+a2+a2a3+m+1+an_1+an_1an+1+an+ana1 -
1 1 1 1
[ S g
€1 X2 Tn—1 T

+ + -+ + .
1+ x2 + T3 To + x3 + x4 Tp—1 + Ty + 21 Tn + X1+ T2

Como n > 3 e estamos lidando com reais positivos, cada um dos denominadores da 1ltima expressao
é estritamente menor que x1 + x3 + - - - + . Assim,

T x2 Tn—1 Tn
+ 44 =+
r1+x2+2x3 X2+ T3+ 24 Tp-1+Tp+2T1 Tp+x1+ 22
x T x
L + 2 +...+xn_1x1+...+xn+—n:1_
T+ + T, 1+t T, 1+ + Ty

Material elaborado por Valentino Amadeus Sichinel



