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Problemas

Problema 1. Sejam D e E pontos sobre os lados AB e AC do tridangulo ABC. Sendo BC' = 22,
AD=8,DB =3, AF =5e¢ ZABE = ZACD, calcule o comprimento de DFE.

Problema 2. Considere a circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. Seja AF um diametro dessa
circunferéncia e AD a altura do tridngulo. Sendo AB =6, AC =10 e AE = 30, calcule AD.

Problema 3. Calcule o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC' sabendo que AB = 4,
AC =6 e a altura AH relativa ao lado BC ¢ igual a 3.

Problema 4. (Base média de um triangulo) Sejam M e N os pontos médios, respectivamente, dos
lados AB e AC' do triangulo ABC'. O segmento M N é chamado de base média, relativa ao lado BC.
Mostre que M N ¢ paralela a BC' e que M N = Bz—c.

Problema 5. Seja ABC'D um trapézio com AB paralelo a CD, M e N os pontos médios dos lados
obliquos AD e BC'. Use o exercicio anterior para concluir que M N = %.

Problema 6. (Teorema da bissetriz interna) No AABC, seja AD a bissetriz do ZA, com D no

segmento BC'. Entao ﬁ—g = g—g.

Problema 7. No triangulo ABC, a bissetriz interna do angulo ZA encontra BC em D. A reta por B,
perpendicular a AD, encontra AD em E. Seja M o ponto médio do lado BC'. Se AB = 26, BC = 28
e AC = 30, ache os comprimentos de DM ¢ M E.

Problema 8. No tridngulo ABC', Z é um ponto sobre o lado AB. Uma reta por A e paralela a CZ,

encontra BC' em X; uma reta por B e paralela a C'Z encontra AC em Y. Mostre que ﬁ + ﬁ = C—lz

Problema 9. Seja P um ponto no interior do triangulo equilitero ABC. Por P tracamos trés retas
paralelas aos lados de ABC', determinando trés tridngulos menores, de areas 4, 9 e 49. Determine a
area do triangulo ABC.

Problema 10. Duas circunferéncias c¢; e co interceptam-se em dois pontos A e B. Construa um
segmento PQ pelo ponto B com uma extremidade sobre ¢; e a outra sobre co de modo que PQ seja
0 maior possivel.



Solucoes

1. Os triangulos ABE ¢ ACD sao semelhantes, pois ZBAC' é comum a ambos tridngulos e ZABFE =
ZACD. Entao temos

AE  AB

AD — AC’
ou, equivalentemente,

AE  AD

AB ~ AC’

Esta ultima igualdade implica que dois lados dos triangulos ADE e ABC' se encontram na mesma
razao. Como o angulo compreendido entre esses dois lados é comum em ambos triangulos (é o ZBAC),
temos que os triangulos ADFE e ABC sao semelhantes. Logo

AE DE
AB  BC’
O que implica que
AFE 5
DE=BC-— =22-— =10.
¢ AB 11 0

2. Seja O o centro do circulo circunscrito. Como ZAOC é um angulo central e ZABC é um angulo
inscrito na circunferéncia, relativos ao mesmo arco, temos

AOAC::AOCA::Bﬁ—:fngZ:QW——AAOC:ANO—AABC::ABAD.
Também, como ZADB = ZACE = 90°, temos que os triangulos ABD e ACFE sao semelhantes. Entao
AD _ AB
AC — AE’
Portanto AB 6
AD=AC-“2 =10 — =2.
¢ AE 0 30

3. Tracamos o diametro AFE da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. Exatamente como no
problema anterior, temos que os tridangulos AEC e ABH sao semelhantes. Logo

AE  AC

AB  AH’

Donde obtemos

AC
AH
0 que mostra que o diametro da circunferéncia circunscrita é igual a 8, logo o raio é igual a 4.

AFE = AB.- 42:&

4. Os triangulos AMN e ABC sao semelhantes, pois ZBAC é comum a ambos tridngulos e, além
disso, os lados nos quais esse angulo estd compreendidos estao na mesma proporgao, ja que, como M
e N sdo pontos médios de AB e AC, respectivamente, temos

AM AN 1
AB ~ AC 2
Consequentemente, os lados M N e BC' se encontram na mesma proporgao:
MN 1
BC 2

Também, como consequéncia da semelhanga dos tridangulos, os outros dois angulos sao congruentes,
em particular ZAMN = ZABC, o que mostra que M N || BC.



5. Denotemos por P o ponto de intersecao das retas AN e CD.

e
Q
e

Como ZANB = ZCNP, por serem opostos pelo vértice, BN = NC por N ser ponto médio de
BC, e ZABN = Z/NCP, por serem alternos internos, temos que os triangulos AABN e ACN P séo
congruentes. Consequentemente, AN = NP e AB =CP.

Temos entao que M N é base média do AADP. Usando o exercicio anterior, concluimos que

DP DC+CP DC+ AB
2 2 a 2 ‘

MN =

6. A perpendicular a AD passando por B corta AD em E e AC em F. Seja também G o pé da
perpendicular tracada desde C até a reta AD.

A

Note que como AFE é altura e bissetriz no AABF, este triangulo é isésceles, com AB = AF.
Também, uma vez que EF || GC, temos que os triangulos AAEF e AAGC sao semelhantes. Assim,

AB _AF _EFF _BE
AC  AC  GC GO
Por outro lado, os triangulos ABDFE ¢ ACDG sao semelhantes. Logo
BE _ DD
GC DC’

E isto conclui a prova.



7. Seja F' o ponto de intersegdao de AC' com o prolongamento de BE.

A

Q) ¢

D M

ol

Como AF é, ao mesmo tempo, altura relativa a base BF' e bissetriz do ZBAF, temos que o AABF
é isOsceles com base BF'. Consequentemente, F também serd ponto médio de BF.
Temos entao que M E é base média do ABCF, logo ME || CF e

_CF AC-AF AC-AB 30-26
2 2 - 2 2

ME 2.

Usando novamente que M E || AC, temos que os triangulos ADEM e ADAC sao semelhantes, logo
DM EM 2

DC ~ AC 30
Como DC = DM + MC = DM + 14, temos

DM
DM +14 15’

donde concluimos que DM = 1.

8. Note que os triangulos ABCZ e ABAX sao semelhantes, logo
cz _pz
AX AB’
Também, os triangulos AACZ e AABY sao semelhantes, logo
cz _ Az
BY  AB’
Logo
Cz, CZ_BZ+AZ_AB _
AX BY  AB  AB
Dividindo ambos lados por C'Z obtemos a igualdade desejada.

1.



9. Sejam x, y e z, respectivamente, os comprimentos dos lados dos triangulos que tém area 4, 9 e 49.
Seja £ o comprimento dos lados do AABC.

Como estes quatro triangulos sao equilateros, eles sao, em particular, semelhantes entre si.

Temos que (%)2 = %, donde concluimos que y = %x Por outro lado, temos que (g)2 = %, donde

concluimos que z = %‘”

Como ¢ =z + y + z, temos

3x Tz
L= — 4+ — = 6x.
T+ 5 + 5 6x
Agora, usando que o triangulo equildtero de lado 4 é semelhante ao AABC', temos
[ABC] [ £\?
4 \z)’
portanto
62 2
[ABC]=4( =) =144.
x



10. Sejam P e P; pontos na circunferéncia c1, @ e ()1 pontos na circunferéncia cs, de modo que PQ
e P11 passem pelo ponto B.

C2

C1 A

Q1

Note que ZAPB = ZAP; B, por estarem inscritos no mesmo arco da circunferéncia ¢;. Também,
ZAQB = ZAQ1 B, por estarem inscritos no mesmo arco da circunferéncia cs.

Isto implica que os triangulos AAPQ e AAP;(Q sdao semelhantes. Como os lados de ambos
tridngulos se encontram entao na mesma proporc¢ao, temos que a escolha dos pontos P e () que nos
garante que o segmento PQ) é o maior possivel, deve ser feita de modo que os segmentos AP e AQ
sejam também o maior possivel. Ou seja, escolheremos P e (Q de modo que AP e AQ sejam diametros
das circunferéncias ¢q e cg, respectivamente.

Esta escolha é possivel porque ZABP = 90° e ZABQ = 90° (por AP e AQ serem diametros de
1 e cg, respectivamente). Logo os pontos P, () e B estao alinhados.
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