Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 1 Aula 5
Prof. Bruno Holanda & Emiliano Chagas

Congruéncia de Triangulos

Neste capitulo iremos estudar uma das ferramentas mais importantes para dar rigor aos
argumentos geométricos cuja conclusao é a de que dois segmentos sao iguais ou a de que
dois angulos sao iguais.

Definigao: Dois tridngulos ABC' e XY Z sao congruentes se e somente se for possivel
construir uma relacado entre os vértices do primeiro com os vértices do segundo de
modo que todos os lados do primeiro e todos os angulos do segundo sejam iguais aos
lados e angulos correspondentes no segundo triangulo. Ouseja, AB = XY, BC =Y Z,
CA=272Y,/ABC=/XYZ, /BCA=/YZX e Z/CAB = /ZZXY .

A X

Notagao: Utilizaremos o simbolo (=) para denotar dois triangulos congruentes. Por
exemplo, neste caso, AABC = AXY Z.

De maneira intuitiva, dois tridngulos serao congruentes quando for possivel fazer com
que o primeiro encaixe no segundo através de transformagoes rigidas (que nao envolvem
dilatagoes).

Felizmente, para provar que dois triangulos sdo congruentes, nao é necessario verificar
todas as seis igualdades da definicao. Veremos que certas combinagoes de trés dessas seis
igualdades serao suficientes para demonstrar que dois triangulos sao congruentes. E é esse
o poder dessa estratégia para resolver problemas de Geometria: A partir de trés igualdades
(ja verificadas como verdadeiras), podemos demonstrar outras trés igualdades. O primeiro
caso de congruéncia € o:
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Caso LAL. Se ABC e XY Z sao dois triangulos tais que AB = XY, BC =Y Z e
LABC = /XY Z, entao AABC = AXY Z.

Este caso de congruéncia é um postulado da Geometria Euclidiana. Ou seja, ele nao
pode ser demonstrado e deve ser simplemente aceito como verdadeiro. Os demais casos
que apresentaremos a seguir podem ser demonstrados a partir do caso LAL. Essas demons-
tracoes estao reunidas no apéndice por serem muito técnicas.

Caso LLL. Se ABC' e XY Z sao dois triangulos tais que AB = XY, BC =Y Z e
CA=7X, entao AABC = AXY Z.

Caso ALA. Se ABC e XY Z sao dois triangulos tais que ZABC = /XY Z, BC =Y Z
e /BCA=/YZX, entao AABC = AXY Z.

Uma consequéncia importante dessa congruéncia é a seguinte: Se ABC'D é um para-
lelogramo, i.e., tem pares de lados opostos paralelos, entdo LDAC = LACB ¢ ZDCA =
ZCAB (pelo quinto postulado de Euclides). Dai, ADAC = ACBA, pelo caso ALA. De
modo analogo, ADCB = AABD.

Caso LAA,. Se ABC e XY Z sao dois triangulos tais que AB = XY, ZABC =
LXYZ e /BCA=/YZX, entao AABC = AXY Z.

Observe que este caso de congruéncia pode ser demonstrado a partir do caso ALA,
uma vez que a soma dos angulos em qualquer tridngulo é sempre igual a 180°. Portanto, se
sabemos as medidas de dois angulos de um triangulo, sabemos também a medida do terceiro.

Por fim, ainda temos o caso especial para triangulos retangulos. A demonstragao desse
caso de congruéncia utiliza o chamado Teorema de Pitdgoras, que veremos no proximo
capitulo. De fato, se sabemos as medidas de um dois lados de um triangulo retangulo,
entao sabemos a medida do terceiro lado pelo Teorema de Pitagoras.

Caso Cateto-Hipotenusa. Se ABC e XY Z sao dois triangulos ZABC = /XY Z =
90°, AB= XY e AC = XZ, entao AABC = AXY Z.

Vamos ver dois problemas que utilizam em sua resolucao congruéncia de tridngulos.
O primeiro é um resultado muito utilizado como fato conhecido, e que em problemas de
olimpiada de fato vocé pode se utilizar do resultado sem provar, mas que agora terd uma
demonstragao formalizada. O segundo problema ja possui caracteristicas de olimpiada,
e poderia ser um problema ou uma parte da resolugao de um problema, mas escrito de
maneira formal.

Problema 1. Mostre que um tridngulo que tém dois angulos iguais é isésceles.
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Considere um triangulo ABC com ZABC = /BCA. Seja P o pé da altura de A até
BC. Note que os triangulos ABP e ACP sao congruentes pelo caso LAA,. Portanto,
AB = AC.

A

B c

Problema 2. No desenho a seguir AD = BC, AD || BC e E e F estao no segmento AC
de modo que ZADE = ZCBF. Prove que AB || CD e DF = EB.

Para provar que AB e C'D sao paralelos, vamos procurar angulos congruentes. Veja
que AD || BC, portanto ZDAC = ZACB, e como AD = BC e AC é comum, entao
ACAD = AACB por LAL. Em particular, ZDCA = ZBAC, portanto AB || CD. Veja
que ADAFE =2 ABCF por ALA, em particular temos que AF = CF. Vamos provar que
AADF = ACBE, olhando os lados desses triangulos temos AF = AE+EF = CF+EF =
CFE, como ja temos os angulos congruentes e os outros lados, entao essa congruéncia é
verdadeira pelo caso LAL, em particular, mostramos finalmente que DF = BE.
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Fatos Importantes

Antes de partirmos para a secdo de problemas, iremos demonstrar uma série de fatos
importantes que sao demonstrados através de casos de congruéncia de tridngulos.

Fato Importante: Se ABC é um triangulo isésceles (AB = AC), entao os angulos
da base sao iguais (LABC = ZACB).

B P C

Demonstragdo. Seja P o pé da bissetriz do angulo Z/BAC. Note que AABP = APCA
(LAL). Portanto, ZABP = ZACP.

O resultado anterior também garante que os angulos ZAPB e ZAPC sao iguais e que
PC = PB. Portanto, ambos sao retos. Ou seja, em um tridngulo isdsceles a bissetriz
também é altura e mediana.

Fato Importante. As trés mediatrizes relativas aos lados de um triangulo ABC
encontram-se em um unico ponto chamado de circuncentro.

A

Demonstracao. Seja O o ponto de encontro entre as mediatrizes dos lados BC' e CA. Veja
que essas duas retas nao podem ser paralelas. Portanto, o ponto O existe. Seja M o ponto
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médio de BC veja que os triangulos OM B e OMC' sao congruentes pelo caso (LAL). Logo,
OB = OC. De modo anéalogo, podemos demonstrar que OC = OA. Logo, o AAOB
é isdsceles. E como vimos no comentario anterior, a mediana de um triangulo isdsceles
também é sua altura. Logo, se N é o ponto médio de AB, ON serd a mediatriz de AB.

Fato Importante. As trés alturas relativas aos lados de um triangulo ABC' encontram-
se em um unico ponto chamado de ortocentro.

Demonstragdo. Sejam r, s e t trés retas paralelas aos lados BC, CA e AB passando pelos
pontos A, B e C, respectivamente. Sejam ainda A’, B’ e C’ os pontos de intersecao entre
essas retas. Note que AB'C'B ¢ um paralelogramo, pois tem dois pares de lados paralelos.
Com isso, AABC = AAB'C. De modo andlogo, AABC = AABC’' e AABC = AA'BC.
Dalf, perceba que as alturas do triangulo ABC' sao as mediatrizes do triangulo A’B'C’, que
se encontram em um tunico ponto pelo resultado anterior.

Fato Importante. Seja ABCD um quadrilatero tal que AB = BC e AD = DC.
Entao, suas diagonais sao perpendiculares.

A
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Demonstragdo. Seja M o ponto médio de AC. Como os tridngulos ABC e ADC sao
isésceles, BM e DM sao alturas. Logo, B, M e D sao colineares. Portanto, M serd o
ponto de encontro das diagonais e estas serao perpendiculares.

Observagao. Quadrilateros como esse sao chamados de pipas.

Fato Importante. Um quadrilidtero é chamado de paralelogramo se ambos os pares
de lados opostos forem paralelos. Vamos mostrar que se um quadrildtero possui lados
opostos congruentes, entao ele também é um paralelogramo, e de maneira reciprioca,
um paralelogramo possui os lados opostos congruentes.

D C

A B

Demonstragdo. Tragamos a diagonal AC. Veja que ADAC =2 AABC pelo caso LLL. Desse
modo /BAC = ZACD, portanto AB || CD. Analogamente, temos ZDAC = ZACD, e
assim AD || BC.

A demonstracdo de que um paralelogramo possui lados opostos congruentes utiliza a

mesma figura, mas as hipdteses agora sao que AB || CD e AD || BC. Desse modo temos
que /BAC = ZACD e /DAC = ZACD. Assim sendo, AABC = ACDA pelo caso ALA.

Problemas Introdutorios

Problema 3. Seja ABC'D um quadrilatero convexo que possui dois lados opostos iguais e
paralelos. Mostre que ABC'D é um paralelogramo.

Problema 4. Explique por que ALL nao é um caso de congruéncia.
Problema 5. Mostre que um triangulo que tem duas alturas iguais é isdsceles.

Problema 6. (OBM 2009 - 1* Fase) Na figura, P é um ponto da reta CD. A regido cinza
é comum ao retangulo ABCD e ao tridngulo ADP. Se AB =5 cm, AD = 8 cm ¢ a area

3
da regiao cinza é 1 da area do retangulo, quanto vale a distancia PC?
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A B

Problemas Propostos

Problema 7. (OBMEP 2005 - 1* Fase) A figura mostra um poligono ABCDEF no qual
dois lados consecutivos quaisquer sao perpendiculares. O ponto GG esta sobre o lado C'D e
sobre a reta que passa por A e E. Os comprimentos de alguns lados estao indicados em
centimetros. Qual é a drea do poligono ABCG?

D G C
ol y CA
/
/
/
E< 2 5 y4 6
P
// E
//
3 /
///
/
4 o
A< 8 >B

Problema 8. (OBMEP 2013 - 1* Fase) A figura representa um retangulo de 120 m? de
area. Os pontos M e N sdo os pontos médios dos lados a que pertencem. Qual é a area da
regiao sombreada?

N




POTI - Geometria - N1 - Aula 1 - Profs. Bruno Holanda & Emiliano Chagas

Problema 9. (OBMEP 2011 - 2* Fase) Em todas as figuras desta questdo, vemos um
tridngulo ABC dividido em quatro partes; nesses triangulos, D é ponto médio de AB, E é

ponto médio de AC e F'G mede %BC’

B F G C

a) Os quadrildteros DJMA e ELNA sao obtidos girando de 180° os quadrildteros
DHFB e EIGC em torno de D e FE, respectivamente. Explique por que os pon-
tos M, A e N estao alinhados, ou seja, por que a medida do angulo ZM AN é igual
a 180°.

b) Na figura, o ponto K é a intersecao das retas JM e LN. Explique por que os
triangulos FGI e M NK sao congruentes.

Os itens acima mostram que HJK L é um retangulo formado com as quatro partes em que
o triangulo ABC' foi dividido.

¢) Mostre que LH = EF .

d) Na figura o tridangulo ABC tem édrea 9 e HJKL é um quadrado. Calcule o compri-
mento de E'F.
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Problema 10. (OBM 2005 - 2* Fase) O canto de um quadrado de cartolina foi cortado
com uma tesoura. A soma dos comprimentos dos catetos do triangulo recortado é igual ao
comprimento do lado do quadrado. Qual o valor da soma dos angulos a e [ marcados na
figura abaixo?

27°

Problema 11. (OBM 2006 - 2* Fase) Seja ABC um triangulo retangulo em A. Considere
M e N pontos sobre a hipotenusa BC' tais que CN = NM = M B. Os pontos X e Y sao
tais que XA = AM e YA = AN. Determine a drea do quadrilatero XY BC, sabendo que
o triangulo ABC tem &rea 12 cm?.

Y

Problema 12. Na figura a seguir AABC é equildtero e AE = EB = BF = AD = CD de
modo que o0 AABC é interno ao ADFEF. Prove que ADEF é equilétero.
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Problema 13. (Teorema de Thébault) Seja ABC D um quadrado e ADE e DCF triangulos
equilateros construidos exteriormente ao quadrado. Mostre que EBF é um triangulo
equilatero.

Problema 14. Sao construidos exteriormente ao triangulo ABC, os triangulos equilateros
ABM, BCN, ACP. Prove que NA= BP =CM.

Problema 15. Seja ABC um triangulo, ABPQ e ACRS sao quadrados construidos exter-
namente a este triangulo. Mostre que BS = QC.

Problema 16. (Rioplatense 2015) Seja ABC'D um quadrado de centro O. Sao construidos
triangulos isésceles BCL e DCK externos ao quadrado com DK = KC = LC = LB. Seja
M o ponto médio de C'L. Mostre que BK e OM sao perpendiculares.

Problema 17. ABCD é um paralelogramo e ABF e ADFE sao triangulos equildteros cons-
truidos exteriormente ao paralelogramo. Prove que FCE também é equilatero.

Problema 18. Quatro quadrados sdao construidos exteriormente nos lados de um paralelo-
gramo. Mostre que os centros destes quadrados também formam um quadrado.

Problema 19. (Cone Sul 1989) Seja ABEC' DF um hexdgono (nesta ordem). De modo que
ABCD e AECF sao paralelogramos. Mostre que BE || DF.

Problema 20. (Rioplatense 1995) Seja ABC um triangulo isésceles com AB = AC e
BAC = 36°. Desenhamos a bissetriz de ABC' que corta AC' em D e desenhamos também
a bissetriz de BDC que corta BC' em P. Marca-se um ponto R na reta BC' tal que B é o
ponto médio do segmento PR. Mostre que RD = AP.

Problema 21. (Russia 1946) Dados trés pontos A, B e C sobre uma reta, sao construidos
triangulos equilateros ABCy e BC A1 no mesmo semi-plano em relagdo a reta dos pontos
A, BeC. Sejam M e N os pontos médios de AA; e C'Cq, respectivamente. Prove que o
triangulo BM N também é equilatero.

10
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Problema 22. (Inglaterra 1995) Seja ABC um triangulo retangulo em C. As bissetrizes
internas de ZBAC e ZABC encontram BC e CA em P e (), respectivamente. Sejam M
e N os pés das perpendiculares a partir de P e ) até ADB, respectivamente. Encontre a
medida do angulo ZMCN.

Problema 23. (Maio 2013) Seja ABC'D um quadrado de papel de lado 10 e P um ponto
sobre o lado BC'. Ao dobrar o papel ao longo da reta AP, o ponto B determina o ponto
@, como na figura a seguir. A reta P(Q) corta o lado CD em R. Calcular o perimetro do
triangulo PCR.

Problema 24. No triangulo ABC (AB > AC) sejam BE e CF as alturas relativas aos
vértices B e C. Seja P sobre BE e () sobre a extensao ﬁ tais que BP = AC, CQ = AB.
Prove que AP e A(Q) sao perpendiculares.

11
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Dicas e Solucgoes

3. Seja ABC'D um quadrilatero com AB = C'D e AB paralelo a C'D. Pelo caso LAL, os
triangulos ABC' e BCD sao congruentes. Logo, AC = BD e Z/CAD = ZADB. Por-
tanto, o outro par de lados do quadrilatero sao paralelos e iguais. Assim, concluimos
que ABCD é um paralelogramo.

A c

B D

4. Considere um triangulo isésceles BAC com BA = AC e um ponto sobre o prolon-
gamento da reta BC', mais proximo de B. Veja que os tridngulos DBA e DAC s&o
tais que LZADB = ZADC, AD é compartilhado e AB = AC. Portanto, se encaixaria
em um possivel caso ALL. Porém, claramente percebemos que os tridangulos néo séo
congruentes uma vez que CD > BC.

5. Sejam D e E os pés das alturas relativas aos vértices B e C, respectivamente. Em pri-
meiro lugar, veja que ZABD = ZACE = 90° — ZBAC. Agora note que os triangulos
BEC e BDC sao congruentes pelo caso cateto-hipotenusa. Logo, /ZDBC = ZECB.
Portanto, ZABC = LZACB e, pelo exercicio anterior, um triangulo com dois angulo
iguais serd isosceles.

A
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6. (OBM 2009 - 1* Fase) Tracando uma paralela a DC por @, temos que [ABQ| =
[AQM], j& que suas bases e suas alturas terdo a mesma medida. Logo @ é ponto
médio de BC, ou seja, BQ = QC. Os angulos opostos pelo vértice Q) sao congruentes,
além disso os triangulos ABQ e QC P sao retangulos. Dessa forma os triangulos ABQ
e QCP sao congruentes pelo caso ALA e com isso, PC = AB = 5.

A B
Q
D C P

7. (OBMEP 2005 - 1* Fase) A &rea pedida é igual a drea do poligono ABC DEF menos

a soma das areas dos triangulos retangulos AEF e DEG. A éarea do tridangulo AEF
. AF x EF 3x2 9
e =

= 3 e¢m”. Vamos agora calcular a drea do tridngulo DEG.

Para calcular DE prolongamos EF até o ponto H, obtendo assim os retangulos
ABHF e CDEH. Como os lados opostos de um retangulo sao iguais, segue que
DFE = CH = CB—-BH =6—-AF = 6—-3 = 3. Como os lados AF e DE
sao paralelos, entdao LZEAF = /ZGED. Além disso AF = ED, logo os triangulos
AEF e DEG sao congruentes (caso ALA) e portanto, tém a mesma drea. A &drea
do retangulo ABHF é AD x AF = 8 x 3 = 24 ¢cm?, e a do retangulo CDEH é
DE x CD =3 x (AB — EF) = 3 x (8 —2) = 18 em?. Portanto a érea procurada é
24 + 18 — 223 = 36 cm?. Alternativamente, a drea do trapézio ABCG cuja altura é
BC' =6 e cujaas bases saio AB =8¢ CG = CD—GD = 6—2 = 4 pode ser calculada

. , , 4
diretamente. Portanto a area é X 6 = 36 cm?2.
D G C
l » fA
'/
//
//
2 0/
X A $|6
AH /E H
/
//
3 A
//
/
vid wi4
A< 8 >B

8. (OBMEP 2013 - 1* Fase) Na figura a seguir o segmento M N é perpendicular aos lados

13
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AB e CD, além disso, ND = MB ja que tanto M quanto N sao pontos médios.
Como os lados AB e CD sao paralelos, temos que ZNDO = ZMBO, entdo os
triangulos ON D e OM B sao congruentes pelo caso ALA. Em particular, OM = ON.
Os triangulos AMN e CNM sao congruentes pelo caso LAL, ja que AM = NC,
/JAMN = /CNM e MN é um lado comum. Em particular Z/ANM = ZCMN. Os
angulos marcados na figura a partir do centro O do retangulo sdo congruentes por
serem opostos pelo vértice. Finalmente, temos que os tridngulos ONQ e OPM sao
congruentes pelo caso ALA, e portanto possuem a mesma area. A area do quadrilatero

1
CPQN ¢é entao igual a drea do tridngulo CM N, que por sua vez é igual a 1 da area

1
do retangulo, ou seja, igual a 1 x 120 = 30 m?2.

D N C
Q
O
P
A M B

9. (OBMEP 2011 - 22 Fasc)

a) 1* solugado - Na figura a seguir marcamos o angulo em B do tridngulo ABC
e o angulo correspondente no poligono AM JD; marcamos o angulo em C do
tridngulo ABC' e o angulo correspondente do poligono AELN. Podemos ob-
servar na parte superior da figura que o angulo ZM AN é a soma desses dois
angulos com o angulo em A do triangulo ABC'; como a soma dos angulos inter-
nos de um triangulo é 180°, segue que /M AN = 180° . Logo M, A e N estao
alinhados.

22 solucgao - Observamos primeiro que AM é paralelo a BF, pois ele é obtido de
BF por meio de uma rotagao de 180°; do mesmo modo, AN é paralelo a CG.
Como BF e CG estao na mesma reta suporte e AM e AN tem o ponto A em
comum, segue que os pontos M, A e N estao alinhados.

14
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b) Na figura os angulos marcados sem trago, com um trago, dois tragos e trés
tracos sao congruentes. Notamos agora que MN = MA+ AN = BF + CG =
BC — FG =2FG = FG = FG Segue pelo critério ALA que os tridngulos FGI
e M N K sao congruentes.

¢) Na figura a seguir tragamos a base média DFE do triangulo ABC. O teorema

1
da base média nos diz que DE ¢ paralelo a BC e que DE = §BC = F'G. Segue

que os triangulos F'GI e FHD sao congruentes, pois sao retangulos, tem os
angulos verdes congruentes (pois sao agudos de lados paralelos) e hipotenusas
congruentes. Em particular, temos F'I = EH, donde FH = FI — HI = FH —
HI=FI. Logo, LH=LE+FEI+1IH=FH+ HI+IE=FF.

d) A area do quadrado HJKL é igual a drea do triangulo ABC, que é 9; logo o
lado do quadrado mede 3. Em particular, LH = 3 e segue do item anterior que
EF = 3.

10. (OBM 2005 - 2* Fase) Vamos denotar por A, B, C' e D os vértices do quadrado e
por M N o corte efetuado. Como CM + CN = BC = CD, resulta que BM = CN
e DN = MC. Em conseqiiéncia, os triangulos ADN e DCM sao congruentes, o
mesmo ocorrendo com ABM e BCN (em cada caso, os triangulos sao retangulos e
possuem catetos iguais). Logo, ZDAN = Z/CDM = « e ZBAM = ZCBN = §.
Assim, o+ 5+ 27° =90° e a + 3 = 63°.

15
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11.

12.

A B
27°
5
M

|
|
!
|
|
|
o I

D N C

(OBM 2006 - 2* Fase) Observe que os triangulos AXY e ANM sao congruentes pelo
caso LAL, portanto /Y XA = ZAMN. Assim, XY || MN e como XY = MN =
MC = NB, segue que os quadrilateros XY CM e XY N B sao paralelogramos, como

2
A ¢é ponto médio de XM e NY temos que [AYC]| = [BAX] = 3 X 12 = 8. Logo,
IXYCB| = g <12 = 32,

Para mostrar que ADFEF é equilatero, temos duas opg¢oes: mostrar que todos os seus
lados sao congruentes; ou mostrar que todos seus angulos internos sao congruentes.
Vamos marcar todos os lados e angulos congruentes para tentar enxergar qual caminho
é melhor. Como AABC ¢ equilatero, temos /CAB = ZABC = Z/BCA = 60°,
além disso, por hipétese temos que AE = EB = BF = CF = AD = CD, desse
modo temos que AEAB = AFBC &£ ADCA por LLL. Em particular, os angulos
correspondentes sao congruentes nesses tridngulos isdsceles. Seja a a medida do
angulo da base de cada um desses triangulos isésceles.

Para mostrar que ADFEF é equildtero, podemos mostrar que AEFAD =2 AFEB =
ADFC obtendo que ED = DF = FE. Veja que nesses trés tridngulos isdsceles, se
mostrarmos que os angulos opostos a base sdo congruentes, temos as congruéncias
desses triangulos por LAL. Tomemos o vértice A, temos que LEAD + L/EAB +
ZBAC + ZCAD = 360° & LZEAD 4+ o+ 60° + o = 360° & LZEAD = 300° — 2. De
modo anélogo, fazemos o mesmo processo com os vértices B e C, mostrando assim
que AEFAD 2 AFEB =2 ADFC por LAL, acarretando em FD = DF = FFE, logo
ADEF é equilétero.

16
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13. Por definicdo, AB = AEF = ED = DF. Além disso, ZEAB = ZEDF = 150°.
Logo, ABAE = AEDF (LAL). Consequente,ente, BE = EF. De modo anélogo,

AN
1
]
1
1

AABE = ACBF = BE = BF. Assim, ABFFE é equilatero.

N
N\
N
N
N

’

.
-
.
.
.
,
.

B

14. Veja que os triangulos AAMC e AABP sao congruentes pelo caso LAL, pois AB =
AMe AC=ADe /MAC = ZBAP. Assim, MC = BP. De modo analogo, também

provamos que o terceiro lado é igual a estes dois.

17
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15. Note que AAQC = AABS (LAL), pois AB = AQ, LQAC = ZBAS e AC = AS.
Como consequéncia, QC = BS.

S

B C

16. Primeiramente, observe que ABLC = ACKD (LLL). Sejam ZLCB = ZLBC =
/KCD = /ZKDC = a. Se N é o ponto médio de KD, veja que AODN = OCM,
pois MC = ND, OD = OC e ZODN = ZOCM = « + 45°. Portanto, ZNOD =
ZCOM = . Como LCOD = 90°, segue que ZNOM = 90°. Ou seja, ON L OM.
Por outro lado, ON || BK, pois ON ¢é a base média do ADBK. Assim, OM | BK.

L

17. Seja ZABC = 8. Assim, ZADC = e ZBAD = 180° — 5. Além disso,
ZFAE = 360° — 60° — 60° — (180° — /3) = 60° + S.
Agora veja que AEDC = AAFE = ABFC (LAL). Portanto, FC = CE = EF.
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B C

18. Sejam M, N, O e P os centros dos quadrados que estao sobre os lados AB, BC, CD
e DA, respectivamente. Seja ZDAB = (5. Assim, /ZDCB = e ZCBA = 180° — §3.
Veja que ZOCN = ZNBM = 90° + 3. Veja que AOCN = ANBM (LAL). Logo,
/BNM = /0ONC =60e MN = NO. Além disso, veja que ZBNC = 90°. Portanto,
ZONM = 90°. Por analogia, podemos demonstrar que todos os lados e todos os
angulos do quadrilatero ON M P sao iguais entre si.

19. Sejam /FAD = «, ZDAC = e ZEAB = 6. Sejam também P o ponto de encontro
entre AD e CF; e Q o ponto de encontro entre CB e AE. Note que AQCP é um
parelelogramo, pois tem dois pares de lados opostos paralelos. Assim, ZPCQ = .

Como ABCD é um parelelogramo, AD = CB, AB=CD e ZPCD = 0. De forma
andloga, AECF é um paralelogramo, entdao AF = CF ¢ /BCEFE = a.
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Agora note que AFAD = ABCE (LAL), logo BE = FD. Além disso, ADCE =
FAB (LAL), logo FB = DE. Podemo concluir que BEDF é um paralelogramo,
pois tem dois pares de lados opostos iguais. Portanto, BE || F'D.

D C

i
[ =)

A B

20. Como AABC é is6sceles, ZABC = ZACB = 72°. Logo, AABD é is6sceles e BD =
DA. Sendo BD bissetriz, ZABD = /DBC = 36°. Sendo DP bissetriz, /ZBDP =
/PDC = 36°. Logo, ABPD ¢ is6sceles e RB = BP = PD. Por ultimo, veja que
/ZRBD = /ZPDA = 180° — 36° = 144°. Assim, ARBD = APDA (LAL). Com isso,
AP = RD.

R B P C

21. Note que ABA; = CBCy (pelo caso LAL). Assim, todas as medidas correspondentes
nos dois tridangulos sao congruentes. Em particular, BM = BN (as mediadas relativas
aos lados AA; e CC1 sdoiguais) e ZM BA) = ZN BC (pois sao as medidas dos angulos
entre as medianas e os lados correspondentes BA; e BC). Dessa tltima igualdade
de adngulos, obtemos que /M BN = 60°. Portanto, ABM N é um triangulo isésceles
com angulo de 60°.
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A B C

22. Seja ZCAB = 2a. Note que AAMP = AACP (ALA), entao AM = AC' e com isso,
LAMC = ZACM = 90° — a. De modo anélogo, AQNB = AQCB (ALA), logo
BC = BN e com isso, ZCNB = ZNCB = 45° + a. Agora olhando a soma dos
angulos internos no tridngulo ACN M, temos que ZMCN = 45°.

23. Veja que AABP = APQA (LAL). Logo, se BP = x, temos que PQ = x e PC =
10 — . De forma andloga, AQRA = AARD (cateto-hipotenusa). Logo, se RD =Y,
temos que RQ =y e CR = 10 — y. Portanto, o perimetro do tridngulo PCQ é 20.

24. Seja H o ponto de encontro entre as duas alturas. Seja ZFBP = «. Logo, /ZFHB =
90° — a = ZEHC. Dai, ZECF = a. Com isso, AACQ = AAPB (LAL)}

Sendo /PAB = f3, a congruéncia citada nos garante que ZAQF = 3. No AAFQ,
como ZAF@Q = 90°, segue que ZFAQ = 90° — 3. Portanto, ZPAQ = 90°.

'Note que dessa congruéncia também podemos demonstrar que AQ = AP.
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