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POLOS OLIMPICOS DE
TREINAMENTO INTENSIVO

d

Problemas Resolvidos

Nivel 2

Produtos Notaveis

Material elaborado por Hugo Fonseca Aratjo



Problemas

Problema 1. Prove a identidade de Brahmagupta: seja n € N; entao

(a® 4+ nb*) (¢ + nd?) = (ac — nbd)?* + n(ad + bc)* = (ac + nbd)* + n(ad — be)?,

Problema 2. a) Mostre que (a + b+ ¢)? = a? + b% + % + 2ab + 2bc + 2ca.

b) Determine o valor da expressio 22 + y? + 22 quando z +y + 2 = 13, zyz = T2 e % + é + % = %.

Problema 3. (Kiev Festival 2007) Encontre todos os pares de inteiros positivos (a, b) tais que

Va—-14+vVb—1=+vab—1.

Problema 4. Determine 2% + 4% e 2 + y* quando 2> + 9> =6 ez +y = 1.

Problema 5. Considere uma sequéncia {a, } ,en de niimeros reais satisfazendo ag > 0 € ap41 = a,n+aL
n
para n > 0.
Prove que, para qualquer valor do real positivo ag, ai199¢ € maior que 63.

Problema 6. Quantos pares de inteiros positivos (a,b) satisfazem é + % = ﬁ?

Problema 7. (OBM 2003) Mostre que 2 4 4y? — 4xy + 2x — 4y + 2 > 0, quaisquer que sejam os reais
xTey.

Problema 8. Prove que 11...11 — 22...22 é um quadrado perfeito.
—— ——
2n digitos  n digitos

Problema 9. Para quais ntimeros naturais n, o ntimero n* — 11n? 4 49 é primo?

Problema 10. a) (Pan-Africana 2004) O nimero

4\/4— 2V3 + \/97— 56v/3
¢ inteiro?

b) (Irlanda 2016) Seja

251 1
a= + :
1 3/c0 251 3/70
V252-52 10v63 V524593 10v63
Mostre que a® é inteiro.

Problema 11. (OBM 2007) Ache todos os pares (z,y) de inteiros positivos tais que

2z +y) + zy = 2% + 2.



Problema 12. (Luséfona 2018) Determine os pares de inteiros positivos m e n que satisfazem a
equacio m? = n? +m + n + 2018.

Problema 13. Dados dois inteiros = e y tais que 22 + 2y é um quadrado perfeito, mostre que z2 + y
é a soma de dois quadrados perfeitos.

Problema 14. (Japao 2019) Se d(x) expressa o nimero de divisores positivos de um inteiro positivo
x, encontre o menor inteiro positivo n tal que d(n?) = d(n? + 72019),

Problema 15. Sejam a e b inteiros positivos. Se ¢ = a + b, mostre que a* + b* + ¢* é igual a duas
vezes um quadrado perfeito.

Problema 16. Encontre todos os pares de inteiros positivos (z,y) tais que

VTY = VT Y+ T+

Problema 17. (Torneio das Cidades 1985) Um quadrado é dividido em 5 retangulos da maneira
desenhada na figura abaixo. Cada um dos seus 4 vértices pertence a um dentre 4 retangulos cujas
areas sao iguais, e o quinto retangulo nao tem nenhum ponto em comum com os lados do quadrado.
Mostre que o quinto retangulo é um quadrado.

Problema 18. Sejam a, b e ¢ niimeros racionais positivos tais que /a + Vb + /¢ também é racional.
Mostre que v/a, Vb e y/c sdo racionais.

Problema 19. Sejam a, b e ¢ niimeros reais tais que a? + b> = ¢2. Encontre as solucdes reais (x,v, 2)
do sistema

22 =a2 +y?
z+0)? = (z+a)+ (y+b)>

Problema 20. (Alemanha 2015) Determine todos os pares de niimeros reais (z,y) que sao solugoes
de

3 +92%y =10

v 4xy? =2

Problema 21. (Cone-Sul 2014) Seja n um inteiro positivo. Mostre que
n? — 2291 5 2014 n 4 42013(2014% — 1)

nao é um numero primo.



Problema 22. (Holanda 2011) Determine todos os pares de niimeros reais positivos (a,b) com a > b
satisfazendo as seguintes equagdes:

ava+bvVb=134 e aVb+bya = 126.

2 3

Problema 23. (Centro-americana 2018) Sejam x e y niimeros reais tais que z —y, 22 — y? e 2% — o3

sao todos nimeros primos. Prove que x —y = 3.

Problema 24. Se a, b e ¢ sao reais nao nulos que satisfazem a + b+ ¢ = 0, calcule

(a® + 0%+ )2 (a + b 4 )
(a® + 1>+ 5)? '

Problema 25. Fatore 2 + 2%+ 1e (v +y+2)% — 23 —y> — 23

Problema 26. (Polénia 2018) Existem nimeros reais positivos a, b, ¢, z tais que a? + b> = ¢? e

(a+2)*+ (b+x)* = (c+z)??

Problema 27. Considere o tridngulo ABC cujos comprimentos dos lados sao a, b e ¢, onde a é o
maior lado. Prove que ABC é retangulo se, e somente se,

(Va+b+vVa—-b)(vVa+c+va—rc)=(a+b+c)V2.

Problema 28. (Turquia 2006) Encontre todas as triplas de nimeros inteiros (z,y, z) tais que
r—yz=11
rz+y=13.

Problema 29. a) Mostre que (m? — n?)? + (2mn)? = (m? + n?)2.

2

Observe que se m e n sdo inteiros positivos com m > n, entdo a = m?—n?, b = 2mn e ¢ = m?>+n?
2

formam uma terna pitagérica, ou seja, sdo inteiros positivos que satisfazem a? + b = 2.

b) Mostre que toda terna pitagérica (a, b, ¢) na qual a, b e ¢ sdo primos entre si dois a dois se escreve

como a =m? —n?, b=2mn e c =m? +n?, onde m e n sdo inteiros primos entre si.

Problema 30. Este exercicio tem varios itens esobre uma relacao importante envolvendo cubos de
trés ntmeros.

a) Sejam a, b e ¢ niimeros reais tais que a + b+ ¢ = 0. Mostre que a® + b3 + ¢ — 3abc = 0.

b) Fatore a3 + b3 + ¢ — 3abe. Observe que a afirmacdo da letra a) indica que (a+ b+ ¢) é um dos
fatores.

c¢) Fatore (a+ 2b— 3¢)3 + (b + 2c — 3a)3 + (c + 2a — 3b)3.
d) Encontre todos os pares (x,y) de nimeros reais positivos que satisfazem

23 9% =3y — 1.



Problema 31. (Asia-Pacifico 2000) Calcule

101 23 ;
>t ondew; = ——.
£ 1 — 3z, + 34 101

Problema 32. a) Usando o exercicio 30, mostre que se a, b e ¢ s20 nimeros reais positivos, entao

a+b+ec 3

3 > +/abe.

Quando vale a igualdade?
b) Sejam a, b e ¢ niimeros reais positivos tais que
A+ +=(a+b—c)P+(@a-b+c)P+(b+c—a)

Prove que a = b =c.



Solucoes

1. Expandindo as expressoes, encontramos
o (a® +nb?)(c® 4+ nd?) = a®c? + na’d? + nb*c® + n?bd?

e (ac —nbd)? + n(ad + be)? = a?c® — 2nachd + n?b*d? + n(a?d? + 2adbe + b*c?) = a?c?® + nad? +
nb*c? + n?b*d?

e (ac+nbd)? + n(ad — be)? = a®c? + 2acnbd + n?b?d? + n(ad? — 2adbe + b*c?) = a’c? + nad? +
nb?c? + n2b%d?,

e a igualdade fica evidente.

2. a) (a+b+c)?=(a+b)?+2(a+b)c+c®=a®+2ab+ b%+ 2ac + 2bc.

b) A ultima relagao se escreve como % =3,

Juntando com a segunda, segue que xy + yz + zz = 54. Pela férmula da letra a) e a primeira
relagao, obtemos

132 = (z+y+2)? =2+ 92+ 224 2wy +yz+22) = 22 + 92+ 224254 = 2%+ + 2% = 61.

3. Elevamos os dois lados ao quadrado:

a—1+b—1+2y/(a—1)(b—1)=ab—1 <= 2y/(a—1)b—1)=ab—a—-b+1=(a—1)(b—1).

Escrevendo (a — 1)(b— 1) = t, vem que 2/t = t, implicando que ¢t = 4. Segue que (a — 1)(b— 1) = 4,
e, como a e b sdo inteiros, obtemos a — 1 =1, a —1 =2, ou a — 1 = 4. Assim, os pares (a,b) que
resolvem a equacao sao (2,5), (3,3) e (5,2).

4. Usando o produto notével para o cubo da soma e o quadrado da soma vem que
24y = (v +y) (@ -2y + ) = (z+y)[(z +y)° - 3xy]

Dali, pela hipétese no enunciado, segue que 6 = 1- (1 — 3zy), o que implica que zy = —5/3. Como
22 4+ 9% = (x 4+ y)? — 22y, segue que 22 + y? = 13/3. Note que

(@ + )z +y) =2 + 2y’ + 2y +yt =2t +yt +ay(a® + 7).

Dai, o' 4y =6-1- (-5 - §) = 4.
5. Elevando ao quadrado, obtemos Q%H =a2 +2a, - i + é —a2+2+ é Segue que Q%H > a2 42

e, consequentemente, afg% > ag+ 1996 -2 > 3992, pois ag > 0. Mas como 632 = 3969 < 3992 < afg%,
segue que aiggg > 63.

6. Expandindo a equagao, obtemos

a+b 1




Somando 20042 dos dois lados, ficamos com
20042 = 20042 — 2004a — 2004b + ab = (2004 — a)(2004 — b).

Dessa maneira, 2004 — a divide 2004% e 2004 — b também. Observe que ambos inteiros sdo menores
que 2004, pois a e b sdo positivos. Dai, como seu produto tem que ser igual a 20042, ambos tem que
ser negativos. Note que cada escolha 2004 — a = d, com d | 20042 e d negativo, determina um par de
solugdes, a = 2004 — d e b = 2004 — %. Como 20042 fatorado em primos é 20042 = (22 - 3 - 167)2,
ele tem 45 divisores negativos, donde ha 45 solugoes para o problema original.

7. Devemos comegar tentando fatorar a expressio:
224 4y? —day 420 —4y+2 = (229 +2(x—2y)+2 = (z—2y)* +2(x—2y)+1+1 = (z—2y+1)2+ 1.
Apesar de ndo termos fatorado a expressio, como o quadrado de um nimero real é maior ou igual

a 0, segue que a expressao original é maior ou igual a 1, logo é maior que 0.

8. Note que 10" —1 é um nimero formado por n digitos, todos eles iguais a 9. Dessa forma, o nimero
que aparece no enunciado é igual a

0% —1 10" —1 _10°"—2-10"+1 _ (10" —1)°
9 9 9 B 3 ’

e como o numero entre parénteses é inteiro, pois 10 — 1 é multiplo de 9, temos um quadrado perfeito.

9. A expressao pode ser fatorada:
nt —11n? +49 = (n2 +7)% = 25n% = (n? — 5n + 7)(n% + 50 + 7).

Como n é natural, o segundo termo é sempre maior que o primeiro. Para que o resultado seja primo,
é necessario que n?> —5n+7 =1 ou n? + 5n + 7 = —1. Resolvendo a primeira equacdo, encontramos
n =2 oun = 3. Mas neste caso, n> 4+ 5n+7 é igual a 21 ou 31 respectivamente. J4 a segunda equacio
nao tem raizes reais. Segue que a expressao resulta em um ndmero primo apenas quando n = 3.

10. a) A ideia deste exercicio é tentar usar o produto notével para o quadrado da soma. Note que
1+3=4. Logo, 4 —2v3 = (1 —+/3)%
Analogamente, observamos inicialmente que 563 = 2 - 28/3. Se encontramos dois nidmeros
a e b tais que a® + b = 97 e ab = 28v/3, a segunda raiz serd igual a /(a — b)2. Escrevemos

b= %\/5, donde, fazendo t = a?,

2352 + V972 — 42352 +1
a2+b2:a2+%:97:>t2—97t+2352:0:>t:97 972 5 :972 :

e conclufmos que a = 7 e b = /48 = 44/3 é uma possivel solucio. Lembrando que a raiz
quadrada é sempre nao-negativa, a expressao original é igual a 4(\/3 —1)+7- 4y/3 = 3, um
ndmero inteiro.

b) Facamos = = /252 e y = 54/2. Atente ao fato que 2> — 3> =2 ¢ 23 + 3> = 2. 251. Além disso,
2y = 10v/63. Assim, o denominador na primeira expressao ¢ igual a
3 — 3 106 = 22 + xy + o> o 2 — xy + y?

2(z —y) 2 2



e, analogamente, o denominador da segunda ¢ igual a
3 3 2 2 2 2
2 +y 3 Tt —xy+y r+ayty
— +10V63 = — =0
2wty 2 +oy 2
Dessa forma,
23+ P 23 — o

132_1'y_|_y2 l‘2+$y+y2:($+y)+(x—y):2x:2'\3/2572

a =

e fica claro que a® = 8 - 252 é inteiro.

11. Multiplicando por 2 dos dois lados e passando os termos para a direita, a equacao fica:
20zt + %) —4(z4y) — 22y =0 <= (z—-2)%+(y—2)°+ (z —y)* =8.

Como z e y sdo inteiros, o nimero 8 estd escrito como soma de trés quadrados perfeitos (0 sendo
considerado quadrado perfeito). Mas a tnica forma de fazer isto é 8 = 0 4+ 4 + 4. Dai segue que
r—y=0rz—y=2o0uy—x=2.

No primeiro caso, temos x —2=2e y — 2 =2, e dai x = y = 4 é uma solucao.

No segundo, se y — 2 = 2 obtemos x = 6 e y = 4, mas dai x — 2 = 4, logo nao fornece solugao. Se
y —2 =0, obtemos z =4 e y = 2, e verificamos que esta é uma solugao.

O terceiro caso é idéntico ao segundo quando trocamos os papéis de x e y.

Os pares que resolvem a equacao sao (4,4), (4,2) e (2,4).

12. Escrevemos a equagao de uma maneira equivalente mais simples:
m? =n?4+m+n+2018 < m? —n®— (m+n)=2018 < (m+n)(m—n—1) = 2018.

Como o numero 2018 é igual a 2 x 1009, o produto de dois primos, e m + n é maior que m —n — 1,
pois m e n sao inteiros positivos, segue que as possiveis solugoes se dividem em dois casos:

e m+n=1009em—n—1=2 — m =506 e n = 503.
em+n=2018em+n—1=1 — m = 1010 e n = 1008.

Z2 g2

13. Suponha que z? + 2y = Z2. Segue que y = e entdo 22 +y = % Analisando a férmula
para o quadrado da soma, notamos que (a+b)%+ (a —b)? = a? + 2ab+b? + a* — 2ab+ b* = 2(a® + V?).

Dessa maneira, a relacao acima se escreve como

2, _ 242’ _2AZ+2%) _ (Z+a)+(Z-a)? _ <Z+:E)2+ <Z—:n)2.

2 4 - 1 2 2

Observe que z e Z tem a mesma paridade, pois 22 + 2y = Z2. Assim, os termos dentro dos paréntese
na equacao acima sao ambos inteiros e 22 + y é a soma de dois quadrados perfeitos.

14. Note que d(z) é um nimero impar se, e somente, se  é um quadrado perfeito. Isto implica que
n? + 72019 também tem que ser um quadrado perfeito, pois d(n? + 72919) = d(n?).

Escrevendo m? = n? 47219 obtemos (m —n)(m+n) = 72°1%. Quanto menor for n, mais préximos
serao os fatores m —n e m + n, assim, como o segundo é maior que o primeiro, o menor n tal que
n? 472919 ¢ quadrado perfeito é atingido quando m—n = 7199 e m+4-n = 71019, Neste caso, n = 3-71999
em? =n?+4 72019 = 16. 72918 = 21. 72018 'pag infelizmente 5-2019 = d(n? + 72919) > d(n?) = 3-2019.

Por outro lado, quando m —n = 7198 ¢ m+4-n = 7191 encontramos n = 171-31008 = 32.19.71008 ¢
m = 17231008 = 22.43.71098 'portanto d(m?) = d(n?+7%°1) = d(n?). Concluimos que n = 17131908
é o menor valor.



15. Comecamos calculando c*:
& = (a®> +0* +2ab) = ¢ = (a® 4+ b*)* + 2 2ab(a® + b?) + (2ab)? = a* + b* + 64%b? + 4ab(a® + b).
Dali,
at + b + ¢ = 2a* + 2b* 4 6a%0% + dab(a® + b?) = 2[(a* + b* + 2a%b?) + 2ab(a® + b?) + a®b?] =
2[(a® + b*)% 4 2ab(a® + V) + (ab)?] = 2(a® + b* + ab)?

que é o dobro de um quadrado perfeito.

16. Passando o termo /x + y para o lado esquerdo e elevando ao quadrado, obtemos

(VT —VaFh)? = (Va+ V)2 <= oy—2/TFg/ag+o+y=a+2/75+v.

Cancelando os termos em comum dos dois lados e dividindo por ,/xy, que é positivo, a equagao
equivale a

Vey =2(Vx +y+1).

Elevando ao quadrado dos dois lados, obtemos

zy=4x+y+2vzr+y+1).

Isto implica que y/x + y é um inteiro positivo e xy é um quadrado perfeito par. Escrevendo
zy = 4a® com a € N e manipulando a segunda equacio acima, obtemos a — 1 = /= + y. Substituindo
na equagao original, obtemos

Vi+yy=2a—(a—1)=a+1.

Dessa forma, /= e |/y sdo raizes da equacao do segundo grau
t? —(a+1)t+2a=0.
Para que as solucdes sejam inteiras, seu A tem que ser um quadrado perfeito b%. Assim,
A=(a+1)?*-8a=b = (a—3)*-8="0%

Os tnicos quadrados perfeitos que distam 8 um do outro! sdo 1 e 9. Dessa forma, a — 3 = 3, o que
implica que a = 6. Substituindo na equacdo em ¢ acima, ficamos com t> — 7t + 12 = 0, o que implica
que t = 3 ou t = 4. Segue dai que (9,16) e (16,9) sao os inicos pares que resolvem a equagao original.

17. Suponha que o quadrado que é dividido em retangulos tenha lados iguais a 1. Sempre podemos
supor isto ampliando ou reduzindo a figura. Sejam a e b os lados de um dos quatro retangulos que
contém os vértices. Como ab é a area deste retangulo, usando o fato que os quatro tem a mesma area,
podemos encontrar os lados dos outros retangulos, como indicado na figura.

ab ab
-5 1
1—a
b
-5
a
_ab_
1—b
1-b b

2

'Note que se a > 3, (a+1)°— a? =2a+ 1> 9. Basta checar casos pequenos ento.



Segue dai que

1-— ab 1- ab = ab.
1-0 1—a
Multiplicando os dois lados por (1 — a)(1 — b), ficamos com

[(1—0)—ab]-[(1 —a)—abl=ab(l —a)(1l—-0) <

— (1—a)(1—b)—ab(2—a—0b)+ (ab)? = ab(l —a — b+ ab) <

< 1—a—b+ab—2ab+ a*b+ ab® + (ab)* = ab — a*b — ab® + (ab*) =

> 1—a—b—2ab+2a’b+2ab’ =0 <

<~ l-a—-b—(1—-a—-b)-2ab=0 <= (1 —a—">b)(1 —2ab) =0.
Note que ab < 1/4, pois a soma das areas dos quatro retangulos é menor que a drea do quadrado
original, que é igual a 1. Segue daique 1 —2ab#0 = 1—a—b=0 = 1 — a = b. Substituindo
o valor de b, encontramos que todos os retangulos tem lados iguais a a e 1 — a. Concluimos a partir

dai que o retangulo central é um quadrado de lados 2a — 1, supondo que a corresponde ao maior dos
lados de qualquer um dos retangulos que contém vértices do quadrado inicial.

18. Seja a4+ Vb+c=q€ Q. Se ¢ =0, entdo a =b=c¢ = 0. Se q # 0, segue que

C+e—a—2Vab—1b

(Va+ V)2 =(g—e)? < a+2Vab+b=¢*—2¢/c+c < ec= %

Dai, v/c = p1 - Vab + py com

1 a+b—q¢*>—c
pp=——- € pp=-———p—
q 2q

nimeros racionais. Note que p; # 0. Por outro lado, ¢> = a + b + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca e entdo
¢>+c—a—b>0,donde py # 0. Elevando ao quadrado novamente, segue que
c — plab — p3

c:p%ab—l—Qppo\/ab—i—pg — Vab= D1Ps

€EQ = Vce.

Poderfamos progredir de forma completamente andloga para concluir que y/a e Vb também sdo
racionais.

19. A segunda igualdade se escreve
22 4+ 22¢+ 2 = 2%+ 2za+ a® + y? + 2yb + V7.

Usando que a® 4+ b? = ¢? e 22 + 3% = 22, segue que 2zc = 2za + 2yb = ax + by = cz.
Multiplicando a condicao em a, b e ¢ pela primeira equacao, segue que

(2% 4+ 3?)(a® + V) = 222 = (ax + by)? = a*y* + b*2® = 2abry — (ay — bx)?> = 0.
Encontramos assim ay — bz = 0. Multiplicando 22 + y? = 22 por a?

obtemos

e substituindo esta relagao,

a
a222 = a2332 + a2y2 = (CL2 =+ 62)1‘2 = 02:E2 — r==+—2.
C

Dai, como ay —bx = 0 e ax + by = cz, segue que v = ¢z e y = g
z € R a tripla (%z, b

C

z. B facil verificar que para cada
z, z) resolve o problema.

10



20. A primeira equacdo se escreve como z° + 3(22 - 3y) = 10. J4 a segunda, quando multiplicada por
27, se escreve como (3y)3 + 3 - 2(3y)? = 54. Somando os dois termos, obtemos

23 +32%-3y) +3- 23y + By’ =(x+3y)°> =64 = z+3y=4.
Substituindo 3y = 4 — z na primeira equacao ficamos com
22 432 (4—12)] =10 < 2° - 62> +5=0.

E facil ver que 1 é solucao da equacao acima. Isto indica que é possivel fatorar a expressao acima
usando algum fator (z — 1). Com efeito,

23 =622 45 = 23 —2? =522+ 5 = 2% (x—1)—=5(z2—1) = 2*(x—1)=5(x+1)(z—1) = (z—1)(z® =5z —5).
Dali, as solugoes da equacao acima sao

_5+43v6  5-3V6

r=1, =x T
2 2

Assim, os pares de solugao sao

W), <5+3\/571—\£>

2 2

5-3vV5 1++/5
2 ’ 2 ’

21. Observe que 42013 = (22013)2 Daf,

n?® — 2201 % 2014n + 4291320147 — 1) = n? — 2. 22913 . 2014 - n + (22019)2 . 2014 — (22°1%)% =
(n — 22913 2015)(n — 22013 . 2013).

Assim a expressdo se escreve com produto de dois ntmeros inteiros. Ela sé pode resultar em um
numero primo quando um dos fatores tem médulo igual a 1 e o outro tem mddulo igual a um nimero
primo e o mesmo sinal do outro fator. Isto, devido ao fato que o segundo fator é maior que o primeiro,
nos deixa com dois casos:

e n—22013.92015 =1 = n—22013.2013 =1 +22013.2 =1 422014 Mas, como 2* =1 mod 5,
22014 = 92 = 4 mod 5. Segue daf que 1+ 22014 ¢ multiplo de 5 e o niimero original nao é primo.

e n—2013.2013 = -1 = n—22013.2015 = —1 —22013.2 = (1 4 2201)_ Neste caso seguimos
a andlise anterior e concluimos que o nimero também nao é primo.
22. Escreva yJa=1z e Vb =1y. As equagdes se escrevem como

34y =134
22y + zy® = 126.

Somando a primeira com trés vezes a segunda obtemos
(z+y)P =249+ 322y + 32> =512 —= z+y=28.
Por outro lado, subtraindo as duas equagoes, ficamos com
2y’ —aty+ay? = a(@e? —y?) —y(@® —y?) = (@ +y)(z —y) —yle+y) (e —y) = (e +y)(z —y)* = 8.

11



E como z +y =8 obtemos x —y=1oux —y = —1.
9 7 49

No primeiro caso, resolvendo o sistema linear, encontramos x = 5 e y = 3, donde a = % eb=7.
No segundo caso, resolvendo o sistema linear, encontramos = = % ey = %, o que implica b > a.
Mas como estamos interessados apenas em pares (a,b) com a > b, podemos desconsiderar este caso.
. -, 81 49
A tnica solucao é a = T b= 5

2 3

23. Sejam p, ¢ e  primos, e x —y = p, 22 —y?> = q e x> —y> = r. Lembramos que = e y nio sio
necessariamente inteiros. Comparando a segunda equacao com a primeira, encontramos

q
qzﬁ—y%=@+w@—yﬁﬂme)=$x+y=§-
Resolvendo o sistema linear
rT+y= %
rT—Yy=p
2 2
encontramos r = d ;—p ey= a 5 P Isto implica que zy = %. A terceira equacao pode ser
P 14

combinada com as outras duas e esta ultima relagao de forma a obter

r=a’ -yt =@ —y)@®+ay+y’)=@—yla+y)?’—ay =

2
(4 ¢ -7
p 4p?

E daf segue que p(4r — p3) = 3¢>. Como p e ¢ sdo primos entre si, segue que 3 | p. Como p é primo,
segue que p = 3. Note que existe solucao, por exemplo, p = 3, ¢ = 5 e r = 13 sdo obtidos quando

_ 3q2_p4
4p

_ 7 _ 2 .
r =g ey = —3. Isto conclui a prova.
24. Da relagao inicial, sabemos que ¢ = —(a + b). O objetivo é escrever a expressao em termos de

(a +b) e ab. Primeiramente, note que (a + b)® = a3 + b® + 3a%b + 3ab® = a3 + b® + 3ab(a + b). Isto
implica que a3 + b® = (a + b)3 — 3ab(a + b). Por outro lado,
(a®> 4+ b*)? = a* + b +2a°? = a* 4+ b* = [(a + b)? — 2ab)? — 2(ab)?,
e (a® +v*)(a® + %) = a® + b° + a®b? + a2b? implica que
a® +b° = [(a + b)* — 2ab] - [(a + b)® — 3ab(a + b)] — (ab)?(a + b).
Expandindo as expressoes acima, ficamos com
at +b* = (a + b)* — 4ab(a + b)? + 2(ab)?
a® +b° = (a+b)° — 5ab(a + b)* + 5(ab)*(a + b).
Substituindo na expressao original, usando o fato que ¢ = —(a + b) ficamos com
[(a+b)> —3ab(a+b) — (a+b)*? [(a+b)* — dab(a + b)? + 2(ab)® + (a + b))
[(a+b)® —bab(a + b)3 + 5(ab)?(a + b) — (a + b)>]?
[—3ab(a + b)]* - [2(a + b)* — 4ab(a + b)? + 2(ab)?]
[—5ab(a + b)3 + 5(ab)?(a + b)]?
9[(ab)?(a + b)?] - 2[(a + b)* — 2ab(a + b)? + (ab)?]

25[(ab)?(a + b)8 — 2(ab)3(a + b)* + (ab)*(a + b)?]
18 (ab)*(a+ b)® — 2(ab)®*(a + b)* + (ab)*(a +b)* 18

25 (ab)2(a + b)% — 2(ab)3(a + b)* + (ab)*(a +b)2 25

12



25. Para fatorar a primeira expressao usamos o truque de somar e subtrair z:

ettt l=at 20t 1 - = (P 1) - = (P e D) (2~ - 1).

Ja para a segunda basta usar produtos notaveis de cubos repetidamente

S=(@ty+2)’ -2 - +=

%)
(fﬁ+y+z—l‘)-[($+y+2)2+(:v+y+Z):E+l‘2]—(y+Z)-( —yz +27%)
%)
]

(x+y+2)>—a®—y3—2

(Y4 2) @+ 92+ 22+ 2oy +2yz+2zx +2° +yz 4+ 2z 4+ 2%) — (y+2)(y* —yz + 2
(y 4+ 2) (322 + 3zy + 3yz + 32x) = 3(y + 2)[x(z + y) + 2(y + )
3y +2)(x+2)(z +y),

onde na passagem da segunda linha para a terceira usamos a férmula para (z + y + 2)? encontrado no
primeiro exercicio desta lista. A segunda expressao entao fatora como

(z+y+2°> -2y =B =3 +y)(y+2)(z+z).

26. Suponha que existam tais nimeros. Expandindo a igualdade do enunciado, obtemos
(a+2)?+(b+2)?=(ctr)? <= a®+2ax+2*+b*+2bx + 2> = + 2cx + 22

Como a? +b? = % e > 0, a equacdo acima nos dé = = 2(c — b — a). Mas isto implica que ¢ > a + b,
novamente porque xz > 0. Contudo segue dai, como a, b e ¢ também sao positivos, que

> (a+b)* =a® + 2ab + b*> = ¢® + 2ab = 2ab < 0,

uma contradicao com a e b positivos. LLogo nao existem tais ntimeros.

27. Pelo teorema de Pitadgoras, o triangulo é retangulo se e somente se a®> = b + ¢2. Por outro lado,
como os dois lados da igualdade no enunciado sao positivos, segue que

(Va+b+Va—-b)(Vatc+va—c)=V2a+b+c) —
(Va+b+Va—0)? (Vatc+vVa—c)P?=[V2a+b+c)? <
(a+b+2/(a+b)(a—b) +a—b)-(a+c+2/(a+c)(a—c)+a—c)=2a+b+c)? —

(2a+2va2 — b2) - (2a +2v/a® — ) = 2(a+ b+ )%

Suponhamos primeiro que o tridngulo é retangulo. Daf, como a? = b? + ¢2,

(2a +2v a2 — b2) - (2a 42V a? — ) =2(a+ b+ ¢)? —
2(a+c)(a+b) = a® + >+ + 2ab + 2bc + 2ca =

2a? + 2ab + 2bc + 2ca = a® + b* + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca =
a® =b* + ¢,

que é verdade.

Suponha por outro lado que ABC nao é retangulo. Para concluir o problema, basta mostrar que a
igualdade acima nio acontece. Pelo teorema de Pitagoras, temos dois casos: a? > b2 +c? e a® < b2 +¢2.
No primeiro caso, Va2 — b2 > /(b2 + ¢2) — b2 > V/c2 = ¢ e analogamente va? — ¢2 > b. Segue que

(2a+2va? —b2) - (2a+ 2V a? — ¢2) > (2a + 2¢)(2a + 2b) =

2(2a% + 2ab + 2bc + 2ca) > 2(a® + b% + % + 2ab + 2bc 4 2ca) = 2(a + b+ ¢)?,
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logo a igualdade nao é verdadeira.
Por outro lado, se a? < b2 + ¢2, vem que Va2 — b2 < /(b2 + c2) — b2 < V2 = ¢ e analogamente

Va? — c? < b. Segue que

(2a+2va? —b2) - (2a+ 2V a? — ?) < (2a + 2¢)(2a + 2b) =

2(2a% 4 2ab + 2bc + 2ca) < 2(a® 4 b? + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca) = 2(a + b + ¢)?,

donde se conclui a equivaléncia.

28. Somando as duas equagoes elevadas ao quadrado ficamos com
(x—y2)? + (z24+9)? =112 + 132 = 22 — 2zyz + y?2% + 222% + 2zyz + y* = 290 —
2y 42?2 2t = (P P (2P 4 1) =290 = 2 x 5 x 29.

Como os nimeros x, y e z sao inteiros, eles tem que ser divisores de 290. Como este nimero tem
8 divisores, analisamos 8 casos. Se 22 +1 =

e 1, entao z = 0 e isto implica que x = 11 e y = 13 substituindo no sistema original.

e 2 entdao z =1 ou z = —1. Substituindo z = 1 no sistema original ele virax—y = 11 e z+y = 13,
edal z =12 e y = 1. Substituindo z = —1 e resolvendo o sistema linear que aparece, obtemos
r=-1ley=12

e 5 entdo z = 2 ou z = —2. Substituindo no sistema z = 2 e resolvendo encontramos = = 37/5 e
y = —9/5, logo nado sdo inteiros. Analogamente, fazendo z = —2, vem que z = -3 ey = 7.

e 29 entao z nao é inteiro.

e 10, entdo z = 3 ou z = —3. Quando z = 3, o sistema linear que obtemos nos d4 como solugoes
x=>5ey=—2. Quando z = —3 obtemos x = —14/5 ¢ y = 23/5.

e 58, entao z nao é inteiro.

e 145, entdo z = 12 ou z = —12. Mas neste caso 22 + 32 = 2 e daf 22 = y? = 1. Testando os casos
encontramos x =1, y=—-1lez=12;ex = —1,y =1 e z = —12 como solugoes.

e 290, entao z nao é inteiro.

Dessa forma, as solucoes sao

(11,13,0), (12,1,1), (1,12, -1), (=3,7,-2), (5,-2,3), (1,—1,12), (=1,1,—12).

29. a) Este item é simples, basta usar os produtos notédveis:

(m? —n?)? + (2mn)? = m* — 2m?n? + n* + 4m?n? = m* + 2m?n? + 0t = (m?* +n?)%

b) Se a, b e ¢ sdo inteiros primos entre si dois a dois que formam uma terna pitagérica, entdao, como
a’® + b% = ¢?, obtemos que ¢ é impar e um dos dois nimeros a ou b é par e o outro fmpar. Com
efeito, se c fosse par, entao a e b teriam que ser impares, mas neste caso o lado esquerdo deixaria
resto 2 quando dividido por 4 e o direito seria multiplo de 4, o que é impossivel. Suponhamos
sem perda de generalidade que b é par.
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Dai, b = ¢ —a? = (c+a)(c—a), e se k divide c+a e ¢ — a entdo k divide (c+a) + (c—a) = 2¢c
e (¢4 a) — (¢ —a) = 2a. Dessa forma, k divide 2, pois a e ¢ s@o primos entre si. De fato,
mdc(c + a,c — a) = 2, pois ambos sdo pares. Como b é par, 4 divide b2. Assim,

b\ > _cta c—a
2) 2 2
e como os dois nimeros do lado direito sdo primos entre si obtemos ¢ + a = 2m? e ¢ — a = 2n?

para algum par de inteiros m e n primos entre si. Segue daf que a = m? —n?, c=m? +n?e

V' = (c+a)(c—a)=2m?* 2n* =4m?n* = b=2mn. N

30. a) Note que ¢ = —(a+b). Dali,
A =—(a+b)?=—(a®+3a* + 3ab* + V*),
donde segue que

a® + 0% + ¢ — 3abe = a® + b* — (a® + 3a?b + 3ab® + b*) — 3ab[—(a + b)]) =
a + 03— a® — % — 3a%b — 3ab® + 3a%b + 3ab® = 0.

b) a3+ b3 + ¢ — 3abc = (a + b)(a? — ab+ b?) + ¢3 — 3abc. Como observado no enunciado, a + b+ ¢
é um bom candidato a fator. Isto nos incentiva a somar e subtrair c(a? — ab + b%) na expressao
acima. Dai, obtemos

a® + b + ¢ — 3abe = (a+b)(a® — ab+b?) + ¢* — 3abe + c(a® — ab + b?) — c(a® — ab + b?)
(a+b+c)(a® —ab+ b%) + ¢ — 3abc — c(a® — ab + b?)

(a+0b+c)(a® —ab+b%) + ¢ — 3abe — c[(a + b)? — 3ab] =

(a+b+c)(a* —ab+ )+ —cla+b)? =

(a+b+c)(a* —ab+b*) + clc® — (a +b)?]

(a+b+c)a®>—ab+b*) +c(c+a+b)(c—a—Db) =

(a+b+c)a* —ab+b*+c(c—a—b)] =

(a+b+c)(a®+b* + * — ab— be — ca).

c) Escrevax =a+2b—3c,y=0b+2c—3a e z=c+ 2a— 3b. Note que z + y + z = 0. Segue dai,
pela letra a), que x3 + y3 + 23 = 3zyz. Obtemos entdo,

(a+2b—3c)® + (b4 2¢c — 3a)® + (c 4 2a — 3b)> = 3(a + 2b — 3¢)(b + 2¢ — 3a)(c + 2a — 3b).
d) Facaa=z,b=1yec=1. A equagdo se escreve como a> + b + ¢ — 3abc = 0. Pela letra b), o
lado esquero fatora como
(a+b+c)(a®+b*+c—ab—bc—ca)=a®+ b+ —3abc =0 =
(@+y+ 1)@ +y*+1-a—y—ay)=0.

Segue que x +y = —1 ou 22 +y?> 4+ 1 —x —y — 2y = 0. No primeiro caso, um dos dois niimeros,
T ou y, tem que ser negativo. No segundo, podemos multiplicar a expressao por 2 e encontrar

22+ 22 +2—-20 -2y —2xy=a> -2+ 1+  —2y+1+2°-22y+9y° =0 <=
(=1 + (-1 +(z -y’ =0

O lado esquerdo s6 se anula quando x = y = 1. Segue que esta é a tnica solugao da equagao.
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31. Observe que, pelo produto notavel para o cubo da soma,

3 _ 3
1 -3z 4322 (1—z;)3+a}
) 101 — ¢
Not e l—z,=1— — = = —i- L
ote poréem que T; 101 101 T101—4- LOZO,
101 3 101 3 101 3 101 3
2 i ) Y N = D e
; 1 — 3z; + 32?2 ; (1— ;)% + a3 IZ: (z101-4)3 + 2} ; (z101-4)3 + @
101 3 101 3 101 3 101
z; L1015 x; + (z101-4)
n SN T G UL NS R 1)
; (z101-4)3 + 23 JZ::O (x)3 + xifol,j ; (z101-4)3 + 23 ;

Segue que a soma pedida ¢ igual a 102 = 51.

32. a) Escrevaa =23 b=1y3ec=23 Dai
atbt+c s 3,.3,.3 2,2, .2
—3 > Vabe <= z°+y’+2°—32yz >0 <= (z+y+z2)(e°+y°+2°—xy—yz—2zx) >0,

por causa da fatoragao encontrada na letra b) do exercicio 30. Como a, b e ¢ sao positivos, z, y
e z também sao, e a desigualdade acima equivale a

$2+y2—|—22—$y—yz—zx20.
Multiplicando por 2, obtemos a desigualdade equivalente
2x2—|—2y2—|—222—2xy—2yz—2z:):20 =
= -2y + P+ 2+ 2242 -2+ 22 >0 =
= (-9’ + -2+ (=-2)?>0,

o que é sempre verdade, pois um numero real elevado ao quadrado sempre resultam em um
nimero nao-negativo. Observe que a igualdade acontece somente quando

zr—y=0,y—2z=0ez—2=0 = a=b=c.

b) Expandimos o primeiro termo do lado direito usando produtos notaveis:
(a+b—c)?=(a+b>-3a+bclat+b—rc)—c =
a® + 3ab + 3ab® + b® — 3a%c — 3abc + 3ac® — 3abe — 3b%c + 3bc? — 3 =
a® + b3 — 3 + 3a%b + 3ab® + 3ac® + 3b¢® — 3a’c — 3b*c — 6abe.
Trocando as posicoes de a, b e ¢ na expressao acima, encontramos
(a—b+c)=a®— b+ + 3a’c + 3ac® + 3ab® + 3b%c — 3a*b — 3bc* — 6abe
(b+c—a)® =—a®+ b+ ¢ + 3b%c + 3bc? + 3a*b + 3a*c — 3ab® — 3ac® — 6abe,
donde segue que
(a+b—cP+(a—b+e)P+b+c—aP =+ -+ -+ -+ + 3+
(3a®b — 3ab + 3a?b) + (3ab® + 3ab® — 3ab®) + (—3b%c + 3b%c + 3b%c) + (3bc® — 3bc® + 3bc?)+
(3c%a 4 3c%a — 3c%a) + (—3ca® + 3ca® + 3ca®) — 18abc =
a® + % + ¢ 4 3(a®b + ab® + b c + bc? + c*a + ca® — 6abc)
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Dessa maneira, a igualdade equivale a
a?b + ab® + b*c + be® + *a + ca® = 6abe.

Mas pela desigualdade das médias aplicada termo a termo, a?b + ab® + b*c + bc? + ca + ca® >
2V a3b? 4+ 2vVb3e3 + 2V c3a?, e por outro lado, pela letra a),

2V a3b3 + 2V b33 + 2V c3a3 > 2+ 3:\5/\/a3b3 Vb3e3 - Ve3a3 = 6vabbScb = Gabe.

S6 existe igualdade quando vVa3b3 = vVb3e3 = v/¢3a3, o que implica que a = b = ¢.

Material elaborado por Hugo Fonseca Aratjo
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