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POLOS OLIMPICOS DE
TREINAMENTO INTENSIVO

d

Problemas Resolvidos

Nivel 2

Desigualdades 1

Material elaborado por Valentino Amadeus Sichinel



Problemas

1 Desigualdades Elementares

Problema 1. Sejam a, b e ¢ nimeros reais.
Mostre que

(a+b4c)* > 3(ab+ be + ca).

Problema 2. Seja ¢ um ndmero real. Mostre
que

a* — 4a? > —4.

Problema 3. Sejam a, b, ¢ e d reais positivos.
Suponha que 7 > 7. Prove que

a+b>c+d
b — d

Problema 4. Mostre que
A+ +1>ab+b+a,

quaisquer que sejam a,b € R.

Problema 5. Seja @ um nimero real. Mostre
que

4a—a4§3.

Problema 6. Determine se existe uma funcao
injetiva f: R — R tal que f(z?) — f(z)? > %
para todo = € R.

Problema 7. Encontre todos os pares (a,b) de
nameros reais que satisfazem

(4a* + 4a + 3)(b* — 6b + 13) = 8.

2 Desigualdade das Médias

Problema 8. Sejam a e b reais positivos. Prove

que

a b
— 4+ = > 2.
b+a*

Quando a igualdade se verifica?

Problema 9. Sejam a e b reais positivos. Prove
que

(12—2|—b2 - (a—;—b)Q.

Problema 10. Sejam a, b e ¢ reais positivos.
Mostre que

(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abe.

Problema 11. Prove que, dentre todos os
retangulos com o mesmo perimetro p, o qua-
drado é o que possui a maior area.

Problema 12. Sejam aq, ao, . .., a, nimeros re-
ais positivos. Prove que

11 1 )
(a1+a2+---+an)(—+—+---+—) > n?.
ai a2 Qn,

Problema 13 (OBM2001). Prove que

(a+b)(a+c)>2y/abc(a+b+c)

para quaisquer numeros reais positivos a, b e c.

Problema 14. Prove que, dentre todos os
tridngulos com o mesmo perimetro p, o triangulo
equildtero é o que possui a maior area.

Problema 15. Sejam a e b reais positivos tais
que a + b = 1. Prove que

s

+

—_

(=

+

—_
Wl



Solucoes

1. Abramos o lado esquerdo da desigualdade: temos
(a+b+c)? = (a® 4+ b* 4+ %) + 2(ab + be + ca).

Entdo, mostrar que (a+b+c)? > 3(ab+bc+ca) é o mesmo que mostrar que a®+b%+c? > ab-+bc+ca.
Mas isso é um dos problemas que vimos em aula!!

2. Temos
at —4a*> 4 = o' —4a* +4>0 <= (* -2)? >0.

Como o quadrado de um numero real é sempre maior que ou igual a zero, a ultima desigualdade
é vélida. Assim (as desigualdades sdo todas equivalentes), a primeira também é.

3. O objetivo deste problema era exercitar a manipulacao de desigualdades, apenas. Como % =1= %,

a+b>c+d a+b_§>c+d_§
b — d b b~ d d
a+b—b_ c+d—d
>
b - d
— >°
b~ d

4. E uma mera questao de enxergar os quadrados:
20a? + b2+ 1) —2(ab+a+b) = (a® + b — 2ab) + (a®> +1 — 2a) + (b + 1 — 2b)
=(a—b*+(a—1)*+(b—1)>2

Sendo soma de quadrados, 2(a? + b*> + 1) — 2(ab + a + b) é maior que ou igual a zero. Assim,
2(a®> +b*>+1) > 2(ab+a+0b),isto é,a? +b>+1>ab+a+b.

5. Mais uma vez, o que precisamos fazer é encontrar os quadrados. Temos
4a —a' <3 < a' —4a+3>0. (1)

Se a* é parte de um quadrado, provavelmente esse quadrado envolve a?. Uma parcela com a? pode
ser parte também de um quadrado que envolve (—4a). Apds algumas tentativas, vemos que tudo de
que precisamos é somar e subtrair 2a?. De fato,

a4—4a—|—320 <:>a4—2a2—|—2a2—4a+320
—a'—2a®+1+2a*—4a+2>0
— (> =1)*+2(a—-1)2>0.
Uma soma de quadrados sempre é maior que ou igual a 0. Assim, a iltima desigualdade é vélida

e, como as desigualdades sao todas equivalentes, a primeira desigualdade se verifica também. Por (1),
o problema esta resolvido.

Vocé consegue demonstra-lo?



6. A melhor maneira de comecar a busca por uma funcéo que satisfaz certas condicdes - ou a demons-
tragao de que tal fungdo nao existe - é supor que ja encontramos uma fungéo assim e descobrir que
propriedades essa fungao deve possuir. Suponhamos, entao, que temos uma fungao f: R — R que é
injetiva e tal que f(z?) — f(2)? > 1 para todo z € R.

A principio, ndo temos nenhuma informacdo sobre a relacdo entre f(z) e f(2?) (a nio ser a
desigualdade acima): se x e x? sdo ntimeros distintos, o fato de um ser quadrado do outro nao é
suficiente para tirarmos conclusdes sobre as suas imagens por f. Tudo que sabemos é que f(z%) —
f (:E)2 > % Se torna tentador, entao, considerarmos os casos em que x = z2.

A igualdade z = 22 ocorre exatamente quando = 0 ou & = 1. Consideremos o caso x = 1, por
exemplo. Devemos ter f(1) — f(1)%2 > %. Por que nao manipular essa desigualdade? Temos

Ora, o quadrado de um numero nao pode ser menor que zero, e s6 é igual a zero se o préprio
numero ¢é igual a zero. Assim, devemos ter

2f(1) —1=0 f(l):%.

Se fizermos o mesmo processo com 0 ao invés de 1, vamos encontrar o mesmo resultado?®: f(0) = %

Portanto, devemos ter
1

£0) = 5 = £(1).

Mas isso é um absurdo, ja que f deve ser injetiva! Dessa forma, nao existe funcao satisfazendo as
condigoes descritas no enunciado.

7. Observe que
40’ +4a+3=(2a+1)2+2, e b*—6b+13=(b—3)?+4.

Assim,
42 442 +3>2, e y? —6y+13>4.

Para que o produto das duas expressoes seja exatamente 8, precisamos ter igualdade nas duas
desigualdades. Assim, precisamos ter

1
2r+1=0 < =5 e Yy—3=0 < y=3.

Logo, o tnico par de nimeros reais que satisfaz a condicao dada é (—%, 3).

a Vb a

A desigualdade se verifica quando § = g, isto é, quando a? = b* <= a = b (veja que, como os
nimeros sao positivos, a igualdade entre os seus quadrados implica a igualdade entre eles).

8. Pela desigualdade das médias,

Sal S

2Que tal vocé tentar fazer essa parte? Vamos 14, é s6 seguir os passos que j& fizemos, sé6 que desta vez com f(0) no
lugar de f(1)!



9. Basta manipular:

a2+b2>(a+b>2 a2—|—b2>(a+b)2

2 - 2 2 - 4

a® + b? S a® + b% + 2ab
2~ 4

2(a® +b%) > a® + b* + 2ab

a2+b222ab.

[

Essa af é exatamente a desigualdade das médias aplicada a a® e b.

10. Pela desigualdade das médias, a +b > 2vab, b+ ¢ > 2vbc e ¢ +a > 2y/ca. Multiplicando as
desigualdades, obtemos (a + b)(b + ¢)(c + a) > 8abc.

11. Se um retangulo de perimetro p possui lados de medidas a e b, entdao 2a + 2b = p, e a area do
retangulo é igual a ab. Pela desigualdade das médias,

Tam wee ws (= (5)'= ()

. ’ ~ ’ . 2 ’ .

ou seja, a drea do retangulo é menor que ou igual a f5. Também pelo teorema da desigualdade das
médias, a igualdade pode ocorrer, e ocorre exatamente quando a = b. Portanto, dentre todos os
retangulos de perimetro p, o quadrado (aquele em que os lados sao iguais) é o de maior drea - e esta

7’ 7’ . 2
drea é exatamente igual a T5.

12. Aplicando a desigualdade das médias a ay,as, ..., a,, vemos que

a +ay+--tan

> Yaraz---an, <= (a1 +az+---+ap) 2 nfaraz---ap.

n
Fazendo o mesmo para -, -, ..., - temos
a1’ az an
1 1
o Tt 1 1 1 1 1 n
- > B — —_—t 4 — > —.
n al an, al a9 (07 vaiag - - ap

Multiplicando essas duas desigualdades, obtemos o desejado.

13. O lado esquerdo da desigualdade pode ser reescrito como
(a+Db)(a+c)=bc+a® +ab+ac=bc+ala+b+c).
Aplicando a desigualdade das médias a be e a(a + b+ ¢), vemos que
be+a(a+b+c¢) > 2y/abe(a+ b+ c).

14. Consideremos um triangulo de perimetro p, e chamemos as medidas dos seus lados de a, b e c e
a sua area de A. Pela definicao do perimetro, a + b+ ¢ = p. Utilizaremos a Férmula de Heron para a

drea de um triangulo:
A= V5G9 -9G )




Pela desigualdade das médias,

(3-0)G-0G-9= () = () = ()
3 2
Svg‘%zli@

A igualdade ocorre quando temos igualdade na desigualdade das médias. Pelo teorema da desi-
gualdade das médias, isso acontece exatamente quando § —a = § —b = £ — ¢, ou seja, exatamente
quando a =b =c.

Portanto, dentre todos os tridangulos de perimetro p, o equilatero (aquele em que os lados sao todos
iguais) é o que possui a maior drea - e esta drea é igual a - ’

Assim,

b

123"
15. Somamos “T‘H + M‘Tl = % para observar que
a® N b? +1_<a+1+ a® ) <b+1+ b? >>27a+276_g
a+1 b+1 3 \ 9 a+1 9 b+1/ =3 3 3
Dai,
a? b2

P.S.: A passagem

<a+1 a® >+<b+1 b? )>2a 2b

9 +a+1 + 3

— +
9 b+1/ — 3 3
é consequéncia de duas aplicagoes de MA-MG, uma em cada paréntesis.

Material elaborado por Valentino Amadeus Sichinel



