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POLOS OQOLIMPICOS DE
TREINAMENTO INTENSIVO

#

Problemas Resolvidos

Nivel 2

Inducao

Material elaborado por Hugo Fonseca Aratjo



Problemas

Problema 1. Prove que, para todo natural n > 6,

(n+3)% <3

Problema 2. Prove que, para todo n inteiro positivo,

n+1)-(n+2)---(2n)=2"-1-3-5----(2n —1).

Problema 3. Prove que, para todo natural n > 1,

ﬁ+&3+~-+n3:( 5

Problema 4. (OBM 2006) Esmeralda posicionou todos os nimeros naturais de 1 a 2006 no seguinte
arranjo em forma de piramide:

21
20 13 22
19 12 v 14 23
18 11 6 3 § 15 24
17 10 5 2 1 4 9 16 25

Em qual andar se encontrard o nimero 20067 (Por exemplo: o nimero 1 estd no primeiro andar, o 6
no segundo andar e o 23 no terceiro).

Problema 5. Seja (F),)nen a sequéncia de Fibonacci, definida por F, 19 = F, 41+ F, para todon > 0,
Fy=0e I} = 1. Mostre que se a e b sao inteiros positivos, entao

Fa+b:Fa—lFb+Fan+1-

Mostre que se a | b, entao F, | Fy.

Problema 6. O nimero de Euler é uma constante muito importante em estudos mais avangados de
matematica. Uma das maneiras de defini-lo é a partir da identidade

11 1 1
e=1l+ =+ +—+ -+

T T w

Este nimero é irracional e vale aproximadamente 2,718281828459045235360287. Usando apenas
indugao podemos demonstrar que as aproximacoes 1 + % + % + % + 4 % nunca passam de 3.
Curiosamente, tentar aplicar inducao diretamente é mais dificil que mostrar por indugao outro resul-
tado mais forte: mostre que, para todo n > 1,

LI AL 2
12" 3l =7 (n+ 1)



Problema 7. (Torneio das Cidades 1986) Para cada subconjunto do conjunto {1, 2, 3, ..., N} cal-
culamos o produto dos inversos dos seus elementos. Qual o valor, em fungéao de N, da soma de todos
os produtos deste tipo?

n(n—B).

Problema 8. Mostre que o niimero de diagonais de um poligono convexo de n lados é igual a 5

Problema 9. (OBM 2015) Prove que existe um nimero que pode ser representado de pelo menos
2015 maneiras diferentes como soma de quadrados de niimeros naturais nao nulos, nao necessariamente
todos distintos. Considera-se que duas somas que alteram apenas a ordem das parcelas constituem
uma mesma representacao.

Por exemplo, 12 4+ 12 + 32+ 32 4+ 72 + 102 e 52 4 122 sao duas maneiras distintas de escrevermos
169 como soma de quadrados.

Problema 10. Seja f: N* x N* — N* uma funcao satisfazendo f(1,1) =2e

fm+1,n)= f(m,n)+2(m+n)
f(m,n+1)= f(m,n)+2(m+n—1).

Prove que f(m,n) = (m+n)? — (m+mn) —2n + 2.

Problema 11. Seja n > 2 e G um grafo com 2n vértices e pelo menos n? + 1 arestas. Mostre que
existe um triangulo neste grafo, ou seja, trés vértices que sao ligados dois a dois por arestas do grafo.

Problema 12. (OBM 2003) H4 N > 3 cidades em Tumbdlia. Cada duas cidades desse pais sao
ligadas por uma rodovia ou uma ferrovia, ndo existindo nenhum par de cidades ligadas por ambos os
meios.

Um turista deseja viajar por toda Tumbdlia, visitando cada cidade exatamente uma vez, e retornar
a cidade onde ele comecou sua jornada.

Prove que é possivel escolher a ordem na qual as cidades serao visitadas de modo que o turista
mude o meio de transporte no maximo uma vez.

Problema 13. Existem n carros do mesmo modelo em diferentes pontos de um circuito de corrida.
Juntando o conteido dos seus tanques, obtemos a quantidade de combustivel necessaria para que um
carro complete uma volta no circuito. Prove que existe um carro que pode completar uma volta no
circuito se ele “pegar” todo combustivel dos outros carros ao passar por cada um deles no circuito.

Problema 14. (Pan-Africana 2002) Sejam a; > az > --- > a, > 0 ndmeros reais tais que
a1+ as + -+ a, = 1. Mostre que

a3 +3a3 4+ 5034+ (2n — 1)a? < 1.
Problema 15. Mostre que 17 é um residuo quadratico médulo 2F para todo k inteiro positivo'. Em

outras palavras, mostre que para todo k inteiro positivo existem n e b inteiros positivos tais que

b2 = 2kn 4+ 17.

Lou seja, a equacdo 2 = 17 mod 2F admite solucéo.



Problema 16. (Torneio das Cidades 2000) Cada quadradinho 1 x 1 de um tabuleiro n x n contém
um ntumero diferente. Inicialmente, o menor nimero em cada linha é marcado, e verifica-se que estes
numeros marcados estao todos em colunas diferentes. Em seguida, o menor niimero em cada coluna
é marcado, e verifica-se que estes nimeros marcados estdao todos em linhas diferentes. Prove que os
conjuntos de nimeros marcados em cada um dos procedimentos sao idénticos.

Problema 17. (EUA 2003) Prove que, para todo inteiro positivo n, existe um niimero de n algarismos,
todos eles impares, divisivel por 5".

Problema 18. (Coreia 2013) Seja (an)neny uma sequéncia de inteiros positivos satisfazendo any2 =
Gn+1 + ayn para todo n > 1. Defina, para cada n inteiro positivo,

In—2

bn: 1 Zai.
i=1

a2n+1 i

Mostre que b,, ¢ inteiro para todo n > 1.

Problema 19. (México 2002) Se m = 4k + 1 com k € Z dizemos que m é do tipo 4k — 1; se for
m = 4k — 1 com k € Z, dizemos que é do tipo 4k — 1. Seja n um inteiro positivo. O niimero n? tem
mais divisores positivos do tipo 4k + 1 ou do tipo 4k — 17

Problema 20. (Ira 2011) Arco-iris é o nome de um passarinho que muda de cor. Ele pode escolher a
cada dia uma dentre n cores, mas suas cores em dois dias consecutivos nunca sao iguais. Além disso,
nao existem 4 dias em sua vida ¢ < j < k < tais que ele tenha a mesma cor nos dias i e k e a mesma
cor nos dias j e [, sendo esta cor diferente da cor que ele tinha nos dias ¢ e k.

Qual é o maior nimero de dias que o passaro Arco-iris pode viver em funcao de n?

Problema 21. Considere a sequéncia (x,),en definida por zp = 1 e z, = (2=22%)g, V¥n > 1.

n
Calcule
2007

1=0

Problema 22. Sejam zq, ..., py € y1, ..., Yp inteiros positivos tais que as somas 1 + -+ + z, €
Y1 + - -+ + yn sao iguais e, além disso, menores que mn. Prove que podemos cortar alguns termos da
igualdade

T1+ -+ Tm =Y+ -+ 2y

e ainda assim obter outra igualdade.

Problema 23. (EUA 1991) Mostre que, para qualquer inteiro fixado m > 1, a sequéncia
9, 92, 92 92"
é eventualmente constante modulo m. Ou seja, a partir de certo ponto, os nimeros da sequéncia acima

tem o mesmo resto quando divididos por m.

Problema 24. (Torneio das Cidades 83) A sequéncia (an)nen € estritamente crescente e tal que
aq, = 3k para todo inteiro k > 1. Encontre a1qp.



Solucoes

1. Como esta lista é sobre indugao, provaremos por inducao.
Caso base: n =6 = (n+3)°% = (6+3)3=9%=3°5=3", okl
Passo indutivo: Suponha vélido para n, ou seja, (n + 3)% < 3". Note que, para todo n > 3,

(n+1+3)3 1 \? 1\*  /7\° 343
(n+3)3 o) s\ s 6) ~ 216 ="

Dessa maneira, pela hipétese de inducéao,

5 (n+1+3)°

CEEE (n+3)3<3.3" =3

(n+143)

o que conclui a prova.

2. Caso base: Se n = 1, o lado esquerdo é igual a 2 e o direito 2! - 1 = 2, ok.
Passo indutivo: Suponha que vale para n, ou seja,

Ap=Mn+1)-(n+2)---(2n)=2"-1-3-5- ---(2n — 1).
Para n + 1, o lado esquerdo da igualdade que queremos provar é

(n+2)-(n+3)~--(2n)-(2n+1).(2n+2):An(2”+n11£21”+2) = A,-(2n+1)-2.

Mas usando a expressao acima, esta ultima expressao ¢ igual a
2".1-3-5- ---(2n—1)-(2n+1)-2:2"+1-1-3-5- - (2n—=1)-(2n+1),

e isto conclui a prova.

3. Caso base: Quando n =1, os dois lados da identidade sao iguais a 1, pois % =1.
Passo indutivo: Suponha valido para n. Segue que

n(n;l)>Q+(n+1)3:(n+1)2 <7f+n+1> _
(n+1)? <”2+in+4> _ (n+1)24(n+2)2 _ ((n+1)2(n+2)>27

13+23+---+n3+(n+1)3=<

sendo assim a identidade também valida para n + 1, o que conclui a prova.

4. Observamos inicialmente que o arranjo de Esmeralda segue as camadas A descritas abaixo




Afirmamos que a n-ésima camada tem 2n — 1 nimeros e eles vao de (n — 1)2 4+ 1 até n2. A prova é
por indugao.

Caso base: Para a 1? camada é ébvio, sé tem o 1. Para a segunda, os niimeros sao 2, 3, 4, e a
afirmacao é valida para n = 2.

Passo indutivo: Suponha valido para a n-ésima camada. A préxima necessariamente comega com
n? + 1. Além disso, ela tem exatamente dois niimeros a mais que a anterior (vocé pode imaginar que
no total adicionamos o nimero inicial e o final e levantamos a figura A um andar para cima). Assim,
ela tem 2n — 1 +2 = 2(n + 1) — 1 ntimeros e vai até n? + 1+ 2n = (n + 1),

O menor quadrado perfeito mais préximo de 2006 é 44> = 1936. O ntimero 2006 tem que estar
entao na 45* camada. Além disso, ele é o 70° nimero nela, pois 2006 — 1937 = 69. Isto significa que
nesta camada ainda aparecem 2 - 45 — 1 — 70 = 19 niimeros apds 2006. Dessa maneira, 2006 estd no
20° andar.

5. Provaremos a igualdade para a, b > 1 por indugao em a.
Caso base: Quando a = 1, a igualdade fica Fyy; = FoFp + F1Fpr1 = Fpe, ok.
Passo indutivo: Fyi14p = Faqp + Foyp—1 = F(a)+b + F(a_1)+b. Pela hipétese de inducao,

Foiiyp = For By +FoFy i+ Fo o Fp+Fy 1 Fy = Fy(Fyu1+Fo—2) +Fy (Fot+Foo1) = FoFy+Fop1 Fyga,

o que conclui esta inducao.
Agora consideraremos a fixo e b = ka. Provaremos por inducao em k que Fy, | Fy, para todo k > 1.
Caso base: Se k=1, entao a = ka = F, = Fj,.
Passo indutivo: Seja k > 2. Pela férmula que provamos acima,

Fro = F(kfl)aJra = a—lF(kfl)a + FCLF(kfl)CL*l’

e pela hipétese de indugao, F, | Fiq.

6. Caso base: n =1 — 1—1—%:2:3—%,01{!

Passo indutivo: Pela hipdtese de inducao

TR IV S S S S S ! 2
2 nl (n+1)!— (n+1)! " (n+1)! (n+1)! — (n+2)l
poisﬁzﬁ <= (n+2) > 2, o que é sempre verdade para n > 1.

7. Seja A, a soma desses produtos. Fazendo casos pequenos N =1, 2, 3 ,obtemos Ay igual a 1, 2, 3
respectivamente. Somos levados a conjecturar que o resultado é sempre igual a N. Provaremos por
indugao. O caso base N =1 ja foi feito.

Passo indutivo: Suponha valido para N. Para N+1, dividimos os produtos em dois grupos, aqueles
para os quais o fator ﬁ aparece e aqueles em que nao. Excluindo-se o produto constituido apenas de
um fator ﬁ, todos aqueles do primeiro grupo sao obtidos a partir de um do segundo adicionando-se
o fator ﬁ e cada um do segundo é obtido a partir de um do primeiro ignorando-se o fator ﬁ
Eles estdo assim em bijecdo. Além disso, a soma dos termos do segundo grupo é igual a Ay, pois
correspondem aos produtos relativos ao conjunto {1, 2, 3, ..., N}. Logo An41 = ﬁAN+ﬁ+AN,

que pela hipétese é igual a ﬁN + ﬁ +N=N+1.1

8. Caso base: Quando n = 3 verificamos que um tridngulo tem 0 diagonais, ok!
Passo indutivo: Sejam Aj, Ag, ..., Ap+1 0s vértices consecutivos de um poligono convexo P com
n + 1 lados. Considere o poligono convexo P’ definido pelos n vértices Ay, As, ..., Apy1. Observe



que toda diagonal de P’ é diagonal de P. Pela hipdtese, elas sao n(n2_3). Além dessas, os segmentos
A1 A3z, AsAy, AsAs, ..., AxA, também sdo diagonais de P. Assim, o nuimero de diagonais de P é
_ 2 _ _
n(n2 3)+1+n_2:n 271 2_(n+1)2(n 2)..

9. Afirmamos que, para cada n natural, existe um inteiro positivo m que pode ser escrito de, ao
menos, n formas diferentes como soma de quadrados perfeitos.

Caso base: Para n = 1 tome m um quadrado perfeito.

Passo indutivo: Seja m que pode ser escrito de n maneiras diferentes como soma de quadrados
perfeitos. Note que 4m pode ser escrito de n maneiras diferentes como soma de quadrados perfeitos
sendo todos eles pares, basta multiplicar por 4 cada termo de cada uma das maneiras que conhecemos
para m. Assim, o nimero m’ = 4m + 52 também pode ser escrito de n maneiras distintas como soma
de quadrado perfeitos, tendo apenas o 5% como fator fmpar. Podemos tomar uma destas maneiras e
construir uma nova trocando 52 por 3% 4 42 e ela serd distinta das n outras porque nenhuma delas
continha o fator 32. Isto conclui a prova.

10. Faremos inducdo dupla. Comegamos mostrando que f(m,1) = (m + 1)2 — (m + 1) para todo
m € N*.

Caso base: Quandom =1, f(1,1) =2=(1+1)2 - (1+1).

Passo indutivo: Suponha valido para m. Segue que

fm+1,1) = f(m,1)+2(m+1) =(m+1)2—(m+1)+2(m+1) =
(m4+1)2+2m+1)+1—(m+2)=(m+2)* = (m+2).

Provado este fato, mostremos por inducdo em nm que, para todo m € N* e todo n € N*,
f(m,n) = (m+n)?— (m+n) —2n+2.

Caso base: Quando n =1, 2n = 2 e caimos exatamente na afirmacao que acabamos de provar.

Passo indutivo: Suponha valido para algum n e todo m € N*. Segue que, para todo m € N*,

fm,n4+1) = f(m,n) +2(m4+n—-1)=(m+n)> —(m+n) —2n+2+2(m+n—1) =
(m+n)2+2m+n)+1—-1—(m+n)—2n+2-2=m+n+1)?-(m+n+1)-2n+1)+2. N

11. Este é um bom exemplo no qual a inducao é melhor descrita por uma reducao ao caso anterior.
Em geral, é conveniente enxergar a indugao como um procedimento deste tipo.

Caso base: Se n = 2, o grafo tem 4 vértices. Como ele tem 5 arestas, pelo principio das casas dos
pombos, existe algum vértice v com grau 3, conectando-se a todos os outros vértices. Existe um par
destes outros vértices ligado por alguma aresta, ja que 5 > 3. Juntando este par a v formamos um
triangulo.

Passo indutivo: Considere um grafo com 2n + 2 vértices, (n+ 1) 41 arestas, e um par de vértices,
(v1,v2), ligados por uma aresta. Seja F o conjunto dos 2n vértices restantes. Caso o nimero de
arestas ligando v; e v2 a E seja maior que 2n, existe algum vértice de E ligado ao mesmo tempo a v
e a v9, completando um tridngulo. Caso contrario, podemos retirar v; e vo do grafo, removendo todas
as arestas que estao conectadas a eles, num total de no méximo 2n + 1 arestas, obtendo um grafo
com 2n vértices e ao menos (n + 1)2 + 1 —2n — 1 = n? + 1 arestas. Pela hipétese de indugdo, ha um
triangulo neste grafo, logo também h&a um no original. W

12. Caso base: Quando N = 3, as cidades de Tumbdlia formam um tridngulo, com trés estradas,
ferrovias ou rodovias. Ou sao todas do mesmo tipo, ou duas de um tipo e uma do outro. No primeiro



caso nao é necessario mudar de transporte. No segundo, comecando o caminho percorrendo o tipo de
estrada que s6 aparece uma vez, o turista muda de transporte sé6 uma vez.

Passo indutivo: Suponha que Tumbdlia tem N + 1 cidades. Ignorando uma cidade A e descon-
siderando todas estradas a ela conectadas, obtemos Nova Tumbdlia, com N cidades. Por hipdtese
de inducao, o turista consegue fazer seu trajeto passando por todas cidades de Nova Tumbdlia
By, By, Bs, ..., B, e regressando a Bj nesta ordem. Analisaremos varios casos:

1. Se todas estradas neste ciclo sdo rodovias, temos dois casos:

a) se A conecta-se as cidades de Nova Tumbdlia apenas por ferrovias, o caminho
By, A, By, Bs, ..., B, By comeca por duas ferrovias e segue por rodovias, logo funciona
para Tumbdlia original.

b) se existe j tal que uma rodovia conecta A a Bj, no caminho A, Bj, Bji1, ..., Bj_1, A,
onde os indices sao tomados médulo n, é necessario trocar de transporte no maximo uma
vez, ao ir de B;_1 para A.

2. Se o turista necessita trocar de transporte ao passar por Bj, sem perda de generalidade podemos
supor que de B; até B; ele percorre rodovias e daf por diante ferrovias. Temos trés casos:

a) Se A é conectada a Bj_; por umarodovia, o caminho By, ..., Bj_1, A, Bj, Bjt1,...,Bn, B1
funciona para Tumbdlia original, trocando de meio sé em A ou Bj.

b) Se A é conectada a Bjy; por uma ferrovia, o caminho By,..., Bj, A, Bjy1,..., By, Bi,
analogamente, funciona para Tumbdlia original, trocando de meio s6 em Bj ou A.

c) Se A é conectada a B;_; por uma ferrovia e a Bj;1 por uma rodovia, temos dois casos.
Se A é conectada a B; por rodovia, o turista segue por Bi,..., Bj, A, Bji1,...,By, By,
trocando de meio de transporte apenas em Bjy1. Se for conectada por uma ferrovia, o
turista segue por By,..., Bj_1, A, Bj, Bj{1,..., By, By, trocando apenas em B;_;. B

13. Caso base: Se n =1 a afirmagao é ébvia.

Passo indutivo: Sejam n+ 1 carros posicionados no circuito como no enunciado do problema. Para
cada um deles, considere o trajeto que pode percorrer usando apenas o combustivel no seu tanque.
Algum destes trajetos tem que alcancar a posicao original de algum outro carro, pois se isso nao
acontece, todos os trajetos seriam disjuntos, implicando que o combustivel total nao é suficiente para
uma volta. Seja entdo C' o primeiro carro cuja posi¢ao original é alcangada pelo trajeto do carro B.

Considere outro circuito no qual hé n carros, idéntico ao original, exceto que C nao existe mais e
B tem a soma do combustivel de C' com o de B na situagao original. Pela hipétese, ha algum carro A
capaz de dar a volta no novo circuito.

Este mesmo carro é capaz de dar a volta no circuito original. O procedimento que ele realiza é
o mesmo até chegar ao carro B (o que pode acontecer no primeiro instante, caso A = B). Neste
instante, tomando todo o combustivel de B, ele passa a ter uma quantidade suficiente para ir até C,
pelo que foi discutido no primeiro pardgrafo. Chegando em C, A toma todo seu combustivel, e dai
em diante tudo transcorre como no sistema original, pois a soma da quantidade de combustivel de C
com o de B é igual a quantidade de combustivel de B no sistema modificado. B

14. Mostraremos por inducao que a desigualdade vale para cada n natural.
Caso base: Quando n =1, a; = 1 e a desigualdade é 6bvia.
Passo indutivo: Sejam a1 > a9 > --- > ap > apy1 > 0 com ay + -+ - + ap + apy1 = 1. Isto implica

que (n+1)ap1 <1 = ap4q < n%rl



Definindo, parai =1, ..., n, b; = 1_;1;“, obtemos by > by >--->b,>0e by +...b, =1. Pela
hipétese de inducao,
b2+ 3b3 4+ 5b2 4 -+ (2n — 1)b2 < 1.

Substituindo o valor de b;, obtemos

3a3 +5a3 + -+ (2n — Day + 2n + Daz g < (1 - ang1)” + 2n+ aj .,

que é menor ou igual a 1 se e somente se 2(n + 1)ai+1 < 2apt11 == apy1 < —=. Mas isto j4 foi

— n+1°
provado. W

15. Caso base: Seja b = 5. Quando k =1, 2, 3 tome n = 4, 2, 1 respectivamente.

Passo indutivo: Sejam b e n tais que b*> = 28n + 17 para k > 3. Iremos construir b’ e n’ a partir
de b e n de forma que b'? = 251n/ 1+ 17. Se n é par, basta tomar ' = b e n/ = n/2. Caso contrério, ¢
intuitivo somar algo a b para obter b’ e analisar o que acontece com b’ 2 Seo que somamos é multiplo
de 2%, obtemos (')2 = b> mod 2¥*!, o que ndo funciona. Somos levados entdo a testar b’ = b+ 2F~1.
Neste caso,

B2 = p2 9.9k 1y 4 922 _ 2k(n +b)+ o(k+1)+k=3 4 17,

Porém, como b e n sao impares, HT” é inteiro, donde b? = 2k+1 (HT" +2k_3) + 17 e tomando

V=0+21en = HT” + 2F=3 resolvemos o problema. W

16. Caso base: E 6bvio quando n = 1.

Passo indutivo: Em um tabuleiro (n+ 1) x (n+ 1) considere a casinha que contém o menor inteiro.
Observe que como os numeros sao todos distintos, existe um numero z que é estritamente menor do
que todos outros. Suponha que esta casa estd na linha a e coluna b. Note que, pela condi¢ao do
enunciado, para qualquer linha ¢ # a o menor niimero nao esta na coluna b . Analogamente, o menor
numero de qualquer coluna j # b nao estd na linha a. Considere entdo o tabuleiro n x n obtido
eliminado a linha a e a coluna b. Ele ainda satisfaz a condi¢ao do enunciado, pois 0s menores niimeros
de cada linha ou coluna s&o os mesmos das respectivas linha e coluna do tabuleiro original. Assim,
pela hipétese de indugao, as n casas marcadas em cada um dos procedimentos sao as mesmas. Observe
porém que no tabuleiro original marcamos exatamente estas casas, e além disto, na linha a marcamos
a casa que tem o x, ja que é o menor de todos, e na coluna b também marcamos este nimero. Assim,
as casa marcadas sao as mesmas nos dois procedimentos.

17. Caso base: Para n = 1, tome o nimero 5.

Passo indutivo: Seja A um numero de n algarismos, todos eles {mpares, tal que 5" | A. Seja
a=1,3,5Tou9 O nimero B = 10"a + A tem todos seus algarismos impares. Além disso, se
A = 5", entao B = 5"(2"a + a/). Basta encontrar a tal que 2"a + d’ = 0 mod 5. Note que
a=1,3,5,7,9 cobre todos os residuos médulo 5. Assim, basta tomar aquele tal que

a=—-(2""td mod 5,

pois 2" é invertivel médulo 5.

18. Neste exercicio, a dificuldade é encontrar afirmacoes secundarias que devemos provar por indugao
para chegar ao resultado. Observe inicialmente que esta sequéncia é definida pela mesma regra da
sequéncia de Fibonacci, o que podem mudar sao seus termos iniciais (que na sequéncia de Fibonacci s@o
Fy = F5 = 1). Fazendo alguns casos pequenos, encontramos as = a1 +asg, a4 = a1+2az, as = 2a1 +3az,
ag = 3a1 + bas. Somos levados a conjecturar que, para todo n > 3, a, = F,_2a1 + F,,_1a2. Provemos
por inducao forte em n.



Caso base: Para n = 3 ja foi verificado.
Passo indutivo: an+1 = a, + an—1, mas pela hipdtese de inducao, a,, + an—1 = Fr—2a1 + Fp—102 +
Fu_za1 + Fy_ga3 = (F—2 + Fy_3)a1 + (Fy—1 + Fy_2)az = F,_1a1 + Fras.

Precisamos encontrar uma maneira de calcular uma soma do tipo Zle a;. Pela expressao acima,
ela é igual a (1 + Zf:_f Fai + (1+ Zf:_; F;)ay. Fazendo alguns casos pequenos, podemos encontrar
boas expressoes para os somatorios na expressao anterior: Fy+Fo+F3 =4 = F5—1, Fi+F+F3+Fy =
T=Fs—1, FA +F+ Fs+ Fy+ F5s =12 = F; — 1. Provemos por indugao que Zle F,=Fpo—1:

Caso base: Para k=1, temos F} =1=2—1= F3 — 1.

Passo indutivo: Pela hipétese, F1 + Fo+ -+ F, + Fo11 = Foio— 14+ Fpyp1 = Fys — 1.

. dn—2 2 4n—2
Voltemos agora ao problema original. Quebramos a soma » ;" “a; em Y 'y a; + » ;o> 110 €

definimos ¢; = a;12,. Note que ¢;42 = ¢i41 + ¢;. Dessa maneira, aplicando a férmula que acabamos
de encontrar, obtemos

2n 2n—2 2n—1
Zai = (1 + Z FZ> a + (1 + Z E) ag = Fopay + (Fopy1 — 1)ag
=1 =1 =2
4n—2 2n—2 2n—4 2n—3
Z a; = Z ci = (1 + Z Fz) c1+ (1 + Z Fz) co = Fop_oc1 + (Fon—1 — 1)ca.
=1 =1 =2

i=2n+1
Contudo, ¢1 = aspt1 = Fop—1a1 + Fonag € ¢a = agpto = Fopay + Fopi1ao. Juntando tudo, obtemos

4n—2
> ai = (FonFon-1 + Fan—2Fon-1)ar + [Fant1 — 1+ Fan_oFon + (Fan—1 — 1) Fapy1]ag =
i=1

(Fop, + Fon—2)Faop_1a1 + (Fony1Fon—1 — 1 + Fop_oF5,)as.

Como agpy1 = Fop_1a1 + Fopas, se mostrarmos que Fop1Fo, 1 — 1 = F22n, concluimos que b, =

Fy, + Fy,_o, logo um inteiro. Mais uma vez, demonstraremos este dltimo fato por inducao?.
Caso base: Paran = 1, a equagao fica F3F; —1=2-1—1=1= FZ, okl
Passo indutivo: Note que

30— Fy = (Fanto + Fon)(Fonta — Fan) = (Fanta + Fon) Fany1.
dai, se F22n = Fop_1Fop41 — 1, entao

o= Fon_1Foni1 — 1+ Fopg1(Fonya + Fon) = Fony1 (Fongo + Fop + Fopq) — 1=
Fony1(Fong2 + Fong1) — 1 = Fopy1Fopyg — 1

Isto conclui a prova.

19. Seja n? = p{* - p5? -+ - pi*, onde cada «; é par, e A(n) o nimero de seus divisores do tipo 4k +1 e
B(n) o nimero dos seus divisores do tipo 4k + 3. Mostraremos, por indugao em k, ou seja, no nimero
de fatores primos distintos de n, que n? tem mais divisores do tipo 4k + 1 do que do tipo 4k + 3, isto
é, A(n) > B(n).
Caso base: Quando n = 1, existe apenas um divisor e ele é do tipo 4k+1, logo A(1) =1 > 0 = B(1).
Passo indutivo: Seja n? = p{* - p§?-- - pp* -pzjfll = n? ‘pz_’fll. Pela hipdtese, A(n') > B(n').
Analisamos trés casos:

1. Se pr+1 =2, A(n) = A(n') e B(n) = B(n’). Segue que A(n) > B(n).

2Na verdade, pode-se mostrar um resultado mais geral, que Fj,_1Fn41 = F2 + (-1)"Vn eN.

10



2. Se pr+1 € do tipo 4k + 1, todos ntumeros p}'ﬁl, t=20,1,..., agr1, sdo do tipo 4k + 1, logo
A(n) = (agy1 + 1) A(n') e B(n) = (agy1 + 1) B(n'). Segue que A(n) > B(n).

3. Se pi11 ¢é do tipo 4k + 3, p;ﬁq ¢ um numero do tipo 4k +1 parai =0, 2,4, ..., ag+1 e do tipo
4k +3 parai=1,3, ..., arr1 — 1. Segue que

_ [ Gk+1 ' ak+1 ! _ Qg4 / Ak+1 /
An) = ( ; +1) A) + LB e Bn) =" A(n)+(—2 +1) B,
e, pela hipétese, A(n) — B(n) = A(n’) — B(n') > 0, obtendo A(n) > B(n) como querfamos
demonstrar.

20. Arco-iris pode viver no maximo 2n — 1 dias. Provaremos por indugao forte em n.

Caso base: Quando n = 1, ele nao pode viver dois dias, pois no segundo teria que ter a mesma cor
do primeiro. O nimero maximo de diasé 1=2-1—1.

Passo indutivo: Suponha valido para todo m < n. Considere uma vida do passarinho na qual ele
assumiu n cores ao longo dos seus dias. Seja C sua cor no primeiro dia e 1 = ¢q, ¢3, ..., ¢ os dias
nos quais ele teve esta cor. Afirmamos que se ele teve uma cor A # C em algum dia entre os dias ¢; e
ci+1 paraalgum ¢ =1, ..., k—1, ou apés o dia cg, ele nao teve esta cor em dias que nao estao entre ¢;
e ¢;+1 ou apds o dia ¢ respectivamente. Com efeito, se ele tivesse esta cor em algum outro intervalo,
existiria uma sequéncia crescente de dias nos quais ele tem as cores A,C, A,C ou C, A, C, A, mas isto
nao é possivel, por causa da segunda condicao do enunciado.

Para cadai=1, ..., Kk — 1 seja a; o nimeros de cores que ele assumiu entre os dias ¢; e ¢;4+1 € ag
o numero de cores que ele toma apds o dia c¢;. Note que, como ele ndo toma a mesma cor dois dias
consecutivos, a; > 1 para todo i =1, ..., k — 1. Assim, pela hipétese de inducao, o intervalo entre ¢;
e ¢;411 tem no maximo 2a; — 1 dias. Se ag > 1, ele viveu no méaximo 2a; — 1 dias apds c; se ar = 0
ele nao viveu apds c¢i. No primeiro caso, como a cor C apareceu k vezes e 1 + a1 +as+---+ax =n,
pois totalizam todas as n cores que Arco-iris teve, o nimero méximo de dias que Arco-iris viveu é
k+(2a1 —1)4+(2a2 —1)+-- -+ (2a, — 1) = 2n — 2. No segundo caso temos 1 +aj +as+---+ap_1 =n,
e ele viveu no maximo k + (2a; — 1) + (2a2 — 1) + - -+ + (2a5—1 — 1) = 2n — 1 dias.

Nao ¢ dificil construir um exemplo no qual ele vive 2n — 1 dias. Se Ci, ..., C,, sao suas cores,
basta escolher sucessivamente as cores C,Cy, C1,C3,C4,...,C1,Cy, Cy. Isto conclui a prova.

21. Calculando os primeiros termos encontramos

—2006 2007 - 2006 —2005 2007 - 2006 - 2005
x1 = —2007, 29 = 5 T = 5 , X3 = 3 To = — 5

2007

). Provaremos por indugao.
n

e somos levados a conjecturar que x,, = (—1)”<

Ny P , . . . 2007
O caso base ja esté feito, fizemos até mais que o necessario. Supondo que x,, = (1)”( > vem
n

n+1— 2008 n+1— 2008 2007 n+1— 2008 2007!
- (—1)”( ) (e -

n+l T n+1 n n+1  n!(2007 —n)!

220071(=1)(2007 —n) ., 2007! g (2007
(=1) (n+ 1)n!(2007 — n)! (=™ (n+ 1)1(2007 —n —1)! (=™ (n + 1)

e a inducgao estd provada. Pelo binomio de Newton e o fato que 7 e 2007 — ¢ tem paridades distintas,
a soma pedida é

2007 2007 2007
; 2007 ; ; 2007 ; ;
S = Qo — L2 (1) = — .27,'_12007712_2_12007:_1'
> =3 () 2= =3 (M) 2o 2-1)
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22. Faremos inducao forte no valor da soma 1+ -+ %y, =y1+ -+ vy, = k. Quando k =1, os
lados da equacao tem que ser 1 = y; = 1, donde m = n = mn = 1. Mas o enunciado pede que a
soma seja menor que o produto mn, assim este caso nao acontece.

Caso base: Se k = 2, como os x; e y; sao inteiros positivos, temos m, n < 2. O tnico valor possivel
de mn maior que 2 é 4 e ele acontece somente na igualdade 1 +1 =1+ 1. Assim podemos cortar um
namero 1 de cada lado, resolvendo o problema neste caso.

Passo indutivo: Suponha vélido para todas as igualdades possiveis z1+- - -+Zpy = y1+- - +y = kK
satisfazendo 2 < k' < k e ¥ < m/n/. Considere uma igualdade x1 + -+ +xpy =91 +---+y, = k
satisfazendo k < mn. Algum valor z, do lado esquerdo é maior ou igual a % e algum valor g, do
lado direito ¢ maior ou igual a % Sem perda de generalidade considere x, < y;. Se ha igualdade,
cancelamos estes valores e o problema terminou. Caso contrario, apague z, € troque y, por y, = yp—=q.
O lado esquerdo tem agora m — 1 termos e o direito n. Além disso, a soma agora é menor ou igual
ak— % =k(1-2) <mn(1-2L) = (m—1)n. Pela hipdtese, existe alguma maneira de cancelar
termos dessa nova equacao, de forma a obter uma igualdade. Se este cancelamento ndo envolve y;,
ele também vale para a igualdade original. Se envolver, como y, = x4 + y; € =, nao faz parte deste
cancelamento, pois z, foi apagado, cancelamos na igualdade original os mesmos termos, com ¥, no
lugar de y; e cancelamos também z,, obtendo nova igualdade. Isto conclui a prova.

23. Lembre do

Teorema de Euler. Se a e m sao primos entre si, entao
a®™ =1 mod m,
onde ¢(m) é igual ao nimero de inteiros entre 1 e m relativamente primos com m.

O que importa para nés é que ¢(m) < m para todo m > 2. A sequéncia 2, 22, 222, 2222, ... édada
por a; = 2 e ap41 = 2 Vn > 1. Provaremos por inducao forte em m > 2 que ela é eventualmente
constante médulo m.

Caso base: Quando m = 2 a sequéncia é congruente a 0 médulo 2.

Passo indutivo: Suponha que a sequéncia é eventualmente constante médulo k para todo 2 < k <
m. Em particular, ela é eventualmente constante médulo ¢(m).

Se m é par3, entdo m = 2¥b com k > 1 e b < m impar. Note que a,, é eventualmente congruente
a 0 médulo 2%, pois a partir de certo ponto é formada por poténcias de 2 maiores. Basta entdo, pelo
Teorema Chinés dos Restos, mostrar que ela é eventualmente constante modulo . Mas isto vem da
hipétese de indugao.

Se m é impar, pelo Teorema de Euler,

(py = ap, mod ¢(m) = 2% =22 mod m <= an,4+1 = Gpy,+1 mod m.

Como, pela hipétese, ela é eventualmente constante médulo ¢(m), ela é eventualmente constante
modulo m. Isto conclui a prova.

24. Comecamos calculando valores pequenos de ai. Note que a,, = 3. Como a, é estritamente
crescente, devemos ter a1 < as < ag e logo az > 3. Mas isto significa entdo que a1 < 3, pois caso
contrario a,, > ag > 3. Assim a; = 1 ou 2. Contudo, se a; = 1 terfamos a,, = a1 = 1, contradigao.
Segue que

ar=2edalax=3,a3=0aq, =3-2=06¢e€ ag =aq, =9.

Porém vale que a3 < a4 < as < ag, e isto forca ay = 7 e a5 = 8. A regra a,, = 3k nos permite calcular
a7 = 12, ag = 15, ag = 18. Podemos comecar a notar um padrao, nao muito 6bvio na sequéncia,

3Observe que neste caso niao podemos usar o Teorema de Euler para a = 2.
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baseado na sua aproximacao por poténcias de 3. Fazendo mais uns casos se necessario, podemos
conjecturar que, fixado k inteiro,

an=2-3%2.3"4+1,2.34+92 ... 2.3+ 3F =3 paran=3%3"+1,3"+2 ..., 2.3
respectivamente e
a, = 3k ghtlyg gktlyo.3 . 3kt143k.3 = 2.3k paran =2.3%, 2.3 41, 2.3F 2, ... 2.3k 43k = 3F+L

respectivamente. A grande dificuldade desta questao é chegar nesta conjectura. Provemos por indugao
em k

Caso base: Os casos k =0 e k = 1 se encontram dentre os casos pequenos que ja fizemos.

Passo indutivo: Note que a1 = 2 - 38+1 pela hipétese de indugdo. Dai aggir1 = Aoy, =
3(3F+1) = 32, Como

2. 3k+1 = a3k+1 < a3k+1+1 < a3k+1+2 <0 < a3k+1+3k+1 = a2.3k+1 = 3k+2
3k+141 termos
e 382 — 9.3kt = 3k L 1 0s valores de a, para n = 3¢t 3k 1 3k+1 L9 2.3F1 tem que
ser iguais a 2- 381 2.3k 11 2.3kF1 19 3kF2 respectivamente. A partir dai, os valores de a,
paran = 2.3k 2.3k 41 2.3k L9 382 podem ser calculados pela regra a,, = 3k. Se i é

inteiro entre 0 e 371, entdo ag.gr,; = aq = 3(3F*! +4) = 3¥+2 1 3} por causa do que acabamos
de demonstrar, concluindo a indugao.

Como 100 = 3% + 19, da afirmacio acima segue que ajgg = 2 - 3* + 19 = 181.

3k+144

Material elaborado por Hugo Fonseca Aratjo
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