Polos Olimpicos de Treinamento
Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 2 Aula 14

Prof. Samuel Feitosa

A Funcao Parte Inteira - |

1 O jogo de Wythoff

O objetivo da aula de hoje é resolver o seguinte problema:

Exemplo 1. Dois jogadores jogam alternadamente removendo pedras de duas pilhas sobre
uma mesa. Na sua vez, cada jogador pode remover qualquer quantidade de pedras de uma
pilha ou igual nimero de pedras de ambas as pilhas. O ganhador € aquele que retirar a
ultima pedra. Determine todas posicoes perdedoras.

Uma boa estratégia para identificar as posicoes perdedoras nesse jogo, é associar o mo-
vimento dos jogadores ao movimento de uma peca em um tabuleiro. Suponha que ini-
cialmente as duas pilhas possuem 5 e 7 pedras. Colocaremos uma pega no canto direito
superior em um tabuleiro 8 x 6. O movimento de retirar z pedras da coluna de 5 serd
traduzido como um deslocamento vertical de x casas para baixo, enquanto que a mesma
retirada da outra coluna serd traduzido como um movimento horizontal para a esquerda
de mesmo deslocamento. Um movimento de retirada de x pedras de ambas as colunas
sera traduzido como um deslocamento diagonal da direita para a esquerda dessa mesma
quantidade de casas. O jogo terminard quando a pega chegar na casa do canto extremo
esquerdo simbolizando que ambas as colunas estao com 0 pedras.

A posigao (0,0) é perdedora porque uma vez que um jogador a receba, ele tera perdido
o jogo. Qualquer posigao do tipo (z,0),(0,z) ou (z,x), com x > 0, serd uma posigao
vencedora. Marquemos essas posicoes no tabuleiro:
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As préximas posicoes perdedoras que encontramos sao (1,2),(2,1). A partir dessa nova
posicao, podemos preencher o tabuleiro com as novas posi¢oes vencedoras.
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As préximas posigoes perdedoras que encontramos sao (3,5) e (5,3). Como existe simetria
entre as duas pilhas, basta procurarmos as posigoes perdedoras (z,y) com x < y. Repetindo
o processo anterior, podemos listar as primeiras posigoes perdedoras ordenadas (zy,, y,,) com
Ty < Yn-

n|0(1]2/3]4 |5 |6 | 7|89 |10]11]|12
xn |01 346 | 8|9 |11]12 |14 16| 17|19
Yn |0 2|5 71013 |15 |18 |20 |23 |26 28] 31

As préximas segoes nos ajudarao a estabelecer alguma padrao entre os valores de (2, Yn)
em funcao de n.

2 Definicao e Propriedades

Definicao 2. A parte inteira de um nimero real x é o maior inteiro |x| que nao é maior
que x. Definimos a parte fraciondria {z} de x por {z} = x — |z|. (exemplos: |3]| =
3,13,5] =3 e|—4,7] =-5)

Teorema 3. Sejam x e y numeros reais. Entdo:
1. |z]<z<|z|]+1le 0<{z} <1
2. |x+m| = |z] +m sem € um inteiro.
S lz] +lyl <lz+yl <lz]+ v +1.

lel| =  um inteiro positi
4. Lm = LmJ se m € um inteiro positivo.
.~ . . ni| o, . . . ~
5. Se n e a sdo inteiros positivos, | —| € o niumero de inteiros entre 1,2,...,n que sdo
a

divisiveis por a.
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Demonstragao. Os primeiros dois itens decorrem facilmente da definicao e serao deixados
a cargo do leitor.
Para provar (3), veja que:

Lz +1y] < l=)+ ly) + o} + {v})
Llz] + ly] +{z} + {y}]

= |z +vy].

Como {z} +{y} <2, [{z} +{y}] <1edal

lz+y] = |z]+ly]+ {z} +{v}]
< x|+ |ly] + 1.

Para provar (4), seja |x| = gm +r com 0 <r < m — 1, entao:

122

Como 0 < {z} < 1,

m m m

i=q+ VJF{Q:}J _ {qm+r+{:p}J _ LEJ

Finalmente, para provar (5), sejam a,2a, ..., ja todos os inteiros positivos < n que sdo
divisiveis por a. Entao,

n
ja<n<(j+1la = j§5<j—|—1

) n
= j=|—|.
a
Observacao 4. Em alguns dos problemas desta secao, serd usada a notagao de somatorio.
Recomenda-se que o professor escrevar por extenso o0s primeiros somatorios até que os
alunos se sintam confortdveis com a manipulacao dos indices.

Teorema 5 (Formula de Polignac). Seja p um primo. Entao o maior expoente p na fa-
toracdo em primos de n! é:

=1

Demonstragao. O que significa | — | ? Ele conta o niimero de inteiros positivos menores ou
p

iguais a n divisiveis por p’. Cada multiplo de p contribui com um expoente 1 para p em n!,
cada miiltiplo de p? contribui com expoente 2 para p em n! e assim sucessivamente. Entdo,

o
n .
Z {ZJ ¢ a soma de todas essas contribuigoes (veja que um multiplo de p* é contado ¢

i=1 p

vezes em L%J , L%J s eees L%J)
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Observacdo 6. Se p ¢ primo e p* é a maior poténcia de p que divide n, usaremos a nota¢do
(0%
p* [l n.

Exemplo 7. Em quantos zeros termina a representacdo decimal de 1000!?

Para determinarmos o nimero de zeros, basta determinarmos a maior poténcia de 10 que
divide 1000!. FEzistem mais fatores 2 do que fatores 5 e assim bastard encontrarmos o
expoente de 5 na fatoracao de 1000!. Pelo teorema anterior, tal nimero é:

10
Z{ OOJ =200+ 40+ 8 + 1 = 249.

, o
1=1
k—1 i
E lo 8. Most —| = |kz].
xemplo ostre que ZZ; {x + k‘J | kx|

1
Sejam a = |z], b ={z} ej € {0,1,...,k — 1} talque2<b<]+ . Entao |kb| = j

Além disso, |b+i/k] =0sei<k—jelb+j/k]=1sek—j<i<k-—1. Dai,

k—1 k—1
lb+i/k| = b+ i/k|
i=0 i=k—j
=7
= [kb]

Exemplo 9. Mostre que |z +y| + |x] + |y] < [22] + [2y].
Sejam a = {x} e b= {y}. A desigualdade é equivalente a

2lz| +2]y] + |a] + |b] + |a+b] <2|x] +2|y] + [2a] + |20].

que pode ser reescrita como:
la] + [b] + la+b] < [2a] + [2b].

Temos que 0 < |a| + |b] <2 e |a] = |b] =0. Se |a+ b] =1 seque que pelo menos um
dentre a, b é maior ou igual a4 1/2. Daf,

la] +[b] +a+b] = 1
< |2a] + |2b].

Caso contrdrio, |a] + [b] + |a+b] =0 e a desigualdade segue.

2 2
Exemplo 10. Mostre que se m e n sdo inteiros positivos, entdo (2m)!(2n)! € um
(m)!(n)!(m +n)!

nteiro.
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Pelo teorema anterior, basta mostrarmos que:

] )= [+ )+ 5]
pk: pk: — pk pk pk ’
para todo primo p e todo inteiro k. A desigualdade seque do exemplo anterior.

Exemplo 11. Prove que (2;) divide MMC{1,2,...,2n}.

Seja p um primo. Se p® || (277:) e pP < 2n < PPt pelo teorema anterior, temos:

o= 2|55
= > [5]-2[5)
< B,

pois |2x| —2|x| =0 ou 1. Como p® || MMC{1,2,...,2n} e a < B, seque o resultado.
Exemplo 12. Mostre que

|ln 1 -

Z ? + 5 =nNn.

k=1

O nimero de inteiros que sao mailtiplos de 2%, mas ndao de 25t ¢ [n/2F| — |n/2FF1]. Se
n = 2M1q +r, esse niimero ¢ ¢+ |r/2%|. Para x € [0,1), € verdade que |2x] = |z +1/2].
Assim,

[n/2*) = (/2] = q+|r/2¢)
= [r/2F+1/2+¢]
= /2" +1/2

Somando a quantidade de nimeros que sio miltiplos de 25 mas nao de 28! entre 1 e n

para k =0,1,... obtemos a quantidade total de nimeros, ou seja,
20 2]
k=1

Teorema 13. Seja vy(n) a soma dos digitos da representacao de n na base p. Mostre que
n — vpn

p—1

o expoente de p na fatoracdo em primos de n! €

Demonstragao. Seja kp(n!) o maior expoente de p que divide n!. Considere a representacao
de n na base p: n=dy +dip+ ... + d,p" onde 0 < d; < p. Entao,
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B = di+dop+...+dp
Tl_ r—2
]? = do+dsp+...+dp ,
-
p
Somando tudo, obtemos:
kpy(n)) = di+da(p+1)+ds(@* +p+ 1)+ +d.(pT -+ 1)
1
= o1 (di(p— 1)+ do(p® — 1) + -+ dp(p" — 1))
_ n—uy(n)
= o1

Exemplo 14. Seja B(m) o conjunto dos inteiros r tais que 2" € um termo na representa¢ao

_ : _ 92 5 6 5
na base 2 de n. Por exemplo, B(100) = {2,5,6} pois 100 = 22 + 25 + 26, Prove que (}}) ¢
impar se, e somente se, B(k) C B(n).

Aproveitando a notacao dos teoremas anteriores, ta(n) =n — vy(n). Assim,

n
(k) =1 (mod2) < [n—wva(n)]—[(k—wv2(k))—((n—k)—wva(n—Fk))]=0
& wva(k) +va(n—k) —va(n) =
& wva(k) +va(n — k) = va(n).
A ltima equacao nos diz que na soma das representacoes na base 2 de n — k e k nao ocorre
a operagao de ”vai um”, ou seja, B(k) C B(n).

Observacdo 15. Fsse exemplo também mostra que (Z) =0 (mod 2) para todo k € {1,2,...,n—
1} se, e somente se, n € uma poténcia de 2.

Exemplo 16. (Olimpiada Rioplatense) Seja r um real tal que

SR I P T PN
100 100 100 | .
Calcule [100r] .

Sejam [r] = a e {x} =b. Podemos reescrever a equagdo como:

73 .
19+1
T4a + g {b + J = 5b4.
— 100
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19+
C 0< (b
omo 0 < { + 100

Nao podemos ter 554 = T4(a+1) pois 74 1 554. Logo, a < 554/74 < a+1 e por conseguinte
a = |b54/74] =7. Assim,

J < 2 para todo i € {0,1,...,73}, seque que 7T4a < 554 < Tda + T4.

73 .
19414
b =554 —74-7 = 36.
> |+ o
Pelo primeiro exemplo,
99 .
i
> b+ J = j.
pars { 100
onde I <b< jtl Nao podemos ter |r+ —— | = 1 pois nesse caso teriamos
100 =" 100 "7 00| 7P
73 .
1941
> .
Z {r—i— 100 J > 73+ 36
=0
Logo, {7‘ + 180J =0 para todo i < 19. Como {r + 180J =1 s5e 100 —j5 <1 <99, temos:
|1006] =
99
= 3|+ 1aq)
~ 100
= f: r+— |+ |r+ —3 r ﬁ
N = 100 100 ’ 100
= 36+7
= 43.
Finalmente,
|100r] = 100a + |1000]
= 700+ 43
= 743.

Exemplo 17. Prove que existe um natural n tal que a representacdo decimal de n? comeca
( da esquerda para a direita ) com o nimero 201120112011...2011 ( 2011 vezes).

Podemos encontrar n tal que n® comece com qualquer sequéncia de digitos (cica...c,) = m.

Tome k suficientemente grande tal que 2v/m < 10°~1. Seja n = [10*\/m + 1]. Entdo,
0<10fym<n<10"Vm+1 =
10%*m < n? <10%m + 210 vVm+1 =
10%m < n® <10%m + 10" +1 =
10%m < n? < 10%*(m + 1).

2

Assim, n* comeca com a sequéncia de digitos m.
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Exemplo 18. (OBM 1999) Prove que hd pelo menos um algarismo diferente de zero entre
a 1000000% e a 3000000% casa decimal de /2 apos a virgula.

Suponha que nio, entio 10210°[101°/2| = |10310°\/2]. Se k = [101°° /2], temos:

10210°, < 10319°/2 < 1021°, 41 =

k k 1
10-108 < \/i < 10-108 + 103-106 =
k2 k? 2k 1
102-10°¢ <2< 102-10¢ + 104-10¢ 1()6-106
2k 2v/21010° 1
Como 02100 < 102108 < 5

K <2107 <241 =
0<2-10%1%° — k2 < 1.
Isso ¢ um absurdo pois 2 - 10210° _ 2 ¢ 7.

Exemplo 19. ( Sequéncia de Beatty) Se a e 8 sao irracionais satisfazendo é%—% =1 entao,

as sequéncias
la], [2a], [3a],...;

181,126], 1361,

mcluem todos os numeros naturais exatamente uma vez.

Primeiramente, provemos a unicidade. Suponha que |kal] = |IB] = n, como o e B sdo
irracionais, n < ka <n—+1len <If <n+1. Assim,

k+l 1
n+1 n+1

k+1 k+1
<

Isso nos diz que 1 < ——. Temos um absurdo pois a desigualdade anterior diz
n

n
que o inteiro k + 1 estd entre dois inteiros consecutivos.

Mostremos agora que todo natural aparece nas sequéncias. Dado n € N, existe k € Z4 tal
que
k-1
<

1 k
- < —.
n o
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E—1 1 k
Dividamos o intervalo [k/(n+1), k/n] em duas partes. Se < — < —, temos |ka| =n.
n a n
-1 1
Se por outro lado, < — < ——, temos:
a n+1
k—1 - 1 - k
n 8 n+1
n+1-k <l n+1-k
n+1 I} n
[(n+1-k)B] =n

Em qualquer caso, n faz parte da sequéncia.

3 A solucdo do problema inicial

Voltemos ao exemplo inicial. Veja que toda linha ou coluna do tabuleiro deve possuir no
maximo uma posi¢cao perdedora. Se a k-ésima coluna ndo possuir nenhuma posi¢do per-
dedora, para cada uma de suas casinhas, poderemos encontrar um posicao perdedora na
mesma linha ou diagonal e isso implicaria na existéncia de uma infinidade de posicoes
perdedoras entre as k — 1 primeiras colunas. O mesmo argumeto se aplica para as linhas.
Consequentemente, cada natural aparece exatamente uma vez dentre os termos da sequéncia
Oy T1y- -3 Y0, Y1, - - .- Além disso, também é facil concluir que as sequéncias (xy,) e (yn) sao
crescentes. Induzidos do exemplo anterior, isso nos leva a conjecturar a existéncia de dois
irracionais o e B que possam de alguma forma gerar os termos das posicdes perdedoras.

A inser¢ao dos pontos (xn,yn) em um grdfico sugere que esses pontos estio prorimos a
alguma reta. Isso poderia ser traduzido dizendo que o quociente yn /T, € préximo a algum
1++5
2
inteiros, podemos conjecturar que:

1++5

valor. De fato, se a = , Tp = an ey, = (a+1)n. Como as posi¢des sao nimeros

Conjectura 20. Se a = , entdo (Tn,yn) = (In-af, [n-(a+1)])

Veja que o € irracional e que:

1 1 200+ 1

a a+1 o+«
_ 200+ 1
2041
= 1.

Provemos a afirmagao anterior por inducao. Ela € facilmente verificdvel para os casos
iniciais apresentados na primeira tabela. Suponha sua validade para todos os inteiros no
conjunto {0,1,2,...,k}. Provemos que o mesmo também pe vdlido para k + 1. Seja t o
menor natural que ndo estd no conjunto {xg, 1, ..., Tk, Y0,Y1,---, Y- Como as sequéncias
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Ty € Yp SA0 crescentes e Ty < Yp, S€ Try1 7 t, 0 inteiro t nao aprecerd entre os termos
das sequéncias e isso contradiz nossa observacao inicial. Em virtude da unicidade de rep-
sentacao da sequéncia de Beatty, o inteiro |a(k+1)| ainda ndo apareceu dentre os termos
das k + 1 primeiras posicoes perdedoras. Se t < |a(k + 1)], como x, é crescente, deve
existir j tal que |(a+1)j] =t com j > k. Nesse caso,

= Lo+

> (a+1)(E+1)]
= la(k+1)+k+1
> |a(k+1)]
Contrariando a suposi¢ao inicial sobre t. Logo, devemos ter xpi1 = |a(k + 1)]. Seja

l =9Ypr1 — p+1- Sel < k+1, O movimento diagonal

(l‘k+1,ykz+1) — (fflaykzﬂ — Tg41 + fEl) = (!El,yl),

passa uma posicao perdedora para contradizendo o fato de que (Tpi1,Yk+1) €ra uma posi¢ao
perdedora. Sel>k+1, yp11 > [(a+1)(k+1)] e o jogador naguela posicdo pode remover
pedras de apenas uma pilha obtendo:

(@rr1s Y1) = (lalk + D] [(a+ Dk +1)]).

Usando novamente hipotese de inducdo e lembrando que y; — x; # k + 1 para todo i €
{0,1,...,k}, qualqguer movimento do prézimo jogador, conduzird a uma posi¢do em que exa-
tamente uma das pilhas possui um numero de pedras igual a um dos nimeros xo, Yo, - - - , T Yk -
Assim, o oponente poderd passar uma posicdo perdedora. Novamente temos um absurdo
p0is (Tgt1,Yr+1). Logo, yp+1 — kr1 = k + 1 e consequentemente ypr1 = [(a+ 1)(k 4+ 1)]
concluindo a prova da conjectura para k + 1.

Problemas Propostos

Problema 21. Mostre que a parte fraciondria do nimero \/4n2 +n nao é maior que 0,25.

Problema 22. Sejam {a;}o<i<r, inteiros nao negativos comn = aj +az + - -+ a,. Mostre

n! L
que —————— € um nteiro.
ailas!...a,!

91 1
Problema 23. Prove que, para qualquer n natural, Z {H—BJ =n.
=1

2n
Problema 24. Seja p um divisor primo do nimero ( ), comp > v/2n. Entdo o expoente
n

n
de p na fatoracdo em primos do do niumero < > € igual a 1.
n

10
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Problema 25. (Coréia 1997) Expresse > p_,|Vk] em termos de n e |/n].

Problema 26. (Canadd 1998) Determine o nimero de solugoes reais da equagdo

) [5] (5] =o

Problema 27. Encontre todos o reais « tais que a igualdade |/n|+|[v/n + a| = [V4n + 1]
€ verdadeira para todos os naturais n.

Problema 28. Se a,b,c sdo reais e [na| + |nb] = |nc| para todo n natural, entio a € Z
oubeZ.

Problema 29. Sejam a,b,c e d numeros reais. Suponha que |an] + |bn] = |[en| + |dn]
para todos os inteiros positivos n. Mostre que pelo menos um dentre a + b,a —c,a — d €
inteiro.

Problema 30. Seja n > 3 um inteiro positivo. Mostre que € possivel eliminar no mdazimo
dois elementos do conjunto {1,2,...,n} de modo que a soma dos nimeros restantes seja
um quadrado perfeito.

m—1
b
Problema 31. Sejam a,m,b inteiros dados, com mdc(a,m) = 1. Calcule E {a:c i J
m

=0
Problema 32. Encontre todos os naturais n tais que 2"~ | nl.
Problema 33. Determine os pares (a,b) de reais tais que albn] = blan] para todo inteiro
positivo n.

k
Problema 34. Se p € primo , entdo <p. > =0 (mod p)( para 1 <i < pF—1).
7

Problema 35. Prove que |(/n+ /n+2)*| ¢ divisivel por 8.

Problema 36. Prove que, t1 +ts+...+t, = L%J + LgJ 4+ .+ [EJ , onde t, € o niumero
n

de divisores do natural n.

n n

Problema 37. Prove que, sep é um nimero primo, entdo a diferenca < > — {J € divisivel
p p

poT P.

11
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